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Аннотация. В настоящей работе рассматривается распространение поверхности слабых раз-
рывов вектора перемещений и псевдовектора микровращения в полуизотропном микропо-
лярном теле. Определяется скорость поверхности слабых разрывов, при которой возможно
распространение поверхностей связанных слабых разрывов перемещений и микровращений.
Найдена зависимость слабых разрывов вектора перемещений от вектора микровращений и
наоборот в касательном и нормальном направлении относительно поверхности слабого раз-
рыва.
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Введение. Модель микрополярного тела исторически является первой моделью
среды с микроструктурой, была предложена братьями Коссера в 1909 году [1]. Из-
начальным мотивом использования модели тела с микроструктурой была неудовле-
творительность применения классической линейной теории упругости при расчете
оболочек и пластин, поскольку она не позволяла учесть моменты, возникающие в
теле, которые могут быть критически важны. В дальнейшем, работа [2] дополнила
оригинальное исследование братьев Коссера и вернула интерес к средам с микро-
структурой.

Позже выходят работы [3,4] посвященные модели микроморфной среды, в которой
учитывается не только ориентация малого элемента тела, но и его сдвиги с растя-
жениями. Таким образом модель микроморфной среды является обобщением модели
микрополярного тела. Заметим, что среды с микроструктурой могут быть использо-
ваны для моделирования процессов объемного роста [5] без необходимости введения
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дополнительной (виртуальной) конфигурации тела, поскольку объемный рост может
быть задан как изменение объема малого элемента тела.

Особенностью всех сред с микроструктурой является наличие тензора микродефор-
маций, который может быть истолкован двумя способами:

(1) как тензор описывающий преобразование директоров, на которых строится
малый элемент тела [6];

(2) как линейный член ряда разложения вектора микроперемещения, описываю-
щего изменение малого элемента тела [7,8]. Отметим, что допустимо говорить
о микроморфных средах (и как частный случай микрополярных средах), как
о средах с микроструктурой первого порядка [9].

В работе [10] на основе полярного разложения тензора микродеформации прово-
дится классификация подобных сред. Для сред Коссера тензор микродеформации об-
ладает свойством ортогонального тензора, что и приводит к отсутствию растяжения
и сдвигов в малом элементе тела.

В работе [11] было предложено явное выражение для тензора микродеформации
(микровращения) в микрополярном теле. За основу была взята формула Гибса [12,
стр. 338, ур. (6)], описывающая поворот в трехмерном пространстве. При переходе к
геометрически линейной теории микроплярного тела, тензор микроповорота полно-
стью описывается ассоциированным с вектором микровращения антисимметричным
тензором. Однако, при наличии анизотропии в микрополярном теле (простейшим слу-
чаем которой является полуизотропность), вектор микровращения, вообще говоря,
является псевдовектором, а следовательно, для корректных результатов требуется
привлекать аппарат псевдотензоров [13, 14], что было отмечено и подробно изложено
в работах [15, 16].

Основные соотношения линейной полуизотропной микрополярной тео-
рии упругости. Кинематика геометрически линейного микрополярного тела описы-
вается вектором макроперемещений u

i (в дальнейшем просто вектор перемещений)

и аксиальным вектором микровращения
[+1]

�
s, в дальнейшем в квадратных скобках

над корневым символом указывается вес псевдотензора. Связывающие между собой
меры деформации с вектором перемещений и аксиальным вектором микровращения,
кинематические соотношения линейной теории упругости микрополярного тела име-
ют вид:
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где
[+1]
'

k � относительный вектор микровращения, ✏ij � полный тензор малых дефор-
маций, ✏(ij) � тензор малых деформаций, известный из механики линейного упругого
тела, ✏[ij] � асимметричный тензор малых деформаций. К индексам заключенным в
круглые или квадратные скобки применяется операция симметрирования или альтер-
нирования, соответственно. Отметим, что в дальнейшем, не будем указывать положи-
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Уравнения динамики микрополярного тела имеют вид [17]:

X
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где X
j ,

[�1]

Y k � вектор объемных сил и псевдовектор объемных момент, соответствен-

но; tij ,
[�1]
µ
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[ij] псевдовектор ассоциированный с кососимметрической

частью тензора напряжений; ⇢,
[�2]

J � плотность и коэффициент микроинерции. Сило-
вые граничные условия на поверхности тела c вектором внешней нормали ni задаются
следующими соотношениями:
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Для линейно упругого полуизотропного микрополярного тела потенциал внутрен-
ней энергии представим в четырех формах: первой основной энергетической, конвен-
циональной энергетической, основной энергетической, материальной. В данной работе
потенциал выберем в виде основной энергетической формы
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Определяющие соотношения имеют вид:
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Подставив определяющие соотношения (3) в уравнения динамики (2) и, восполь-

зовавшись видом тензора
[Wp]

H
p

ijlm и кинематическими соотношениями (1), получим
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систему уравнений в терминах перемещений и микровращений для линейного полуи-
зотропного микрополяного тела:

(a
1
+ c

1
)rjriu

i + b
1
ririu

j +
1

e2
(b
1
� c

1
)✏jikri

[+1]

� k+

+
1

2
(
[�1]
a
3

+
[�1]
c
3
)rjri

[+1]

�
i +

1

2

[�1]

b
3
riri

[+1]

�
j = �⇢(f j � ü
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В системе уравнений (4) удобно перейти от относительных тензоров к абсолютным
тензорам посредством умножения на ориентирующий псевдоскаляр e, таким образом
чтобы итоговый вес полученного произведения был равен нулю [18]:
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В дальнейшем будем предполагать, что выбрана правая, и не ограничивая общности,
декартова система координат, т.е. 1

e
= 1.

Коэффициенты при слагаемых в системе уравнений (5) могут быть пересчитаны [19]
для иных материальных констант.

Условия совместности на поверхности слабых разрывов. Геометрические и
кинематические условия совместности разрывов Адамара –Томаса производных вто-
рого и более порядков перемещений и микровращений могут быть представлены в
виде [20]1 2:
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1Здесь предполагаем, что поля перемещений и микровращений непрерывны до первой производ-
ной включительно

2Отметим, что кинематические и геометрические условия совместности на поверхностях слабых
разрывов, распространяющихся в сплошных полуизотропных термоупругих средах в терминах псев-
дотензоров были рассмотрены в работе [21].
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где в квадратных скобках указан скачок соответствующей величины при переходе
через поверхность разрыва, G � скорость распространения поверхности слабых раз-
рывов, Ui, �i � некоторые поля, определенные на поверхности разрыва.

Подставив (6) в систему уравнений (5), получаем систему из двух соотношений,
связывающую между собой скачки вторых производных от векторов перемещений и
микровращений при переходе через волновую поверхность:
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Разложим векторы поляризации слабых разрывов перемещений U
i и микровраще-

ний �i на сумму проекций на нормальное n
i и касательное ⌧

i направление к поверх-
ности разрыва:

U
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что позволяет преобразовать систему уравнений (7) к виду:
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и, приводя подобные при проекциях на касательное и нормальное направление к по-
верхности слабого разрыва, получим следующие две системы уравнений. Отметим,
что здесь произведен переход к объемной плотности момента инерции, а именно к
J̄ = ⇢J (В дальнейшем черту над символом J будем опускать):
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Очевидно, что согласно системе (9), (10) в полуизотропном микрополярном теле
невозможно несвязанное распространение только упругой волны или только волны
кручения, поскольку это требовало бы равенства нулю (a

3
+ b

3
+ c

3
) или b

3
для продоль-

ной или поперечной волны, соответственно. Подобное ограничение означало бы, что
рассматривается изотропный микрополярный континуум, а не полуизотропный.
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Скорость распространения поверхности разрыва и связанные слабые раз-
рывы вектора перемещений и микровращения. Для удобства дальнейшего из-
ложения перейдем к следующим обозначениям:
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где v
2
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2
�k, v

2
sk � скорости распространения продольной волны перемещений, микро-

вращений и связанной волны, соответственно; v2
u?, v2

�?, v2
s? � скорости распростра-

нения поперечной волны перемещений, микровращений и связанной волны, соответ-
ственно. Приведем формулы пересчета скоростей (11) продольных и поперечных свя-
занных волн перемещений, согласно соотношениям приведенным в работе [19], мик-
ровращений для различных наборов материальных констант, сведенные для удобства
в таблицу (2).

Произведя замену (11), системы уравнений (9), (10) примут следующий вид:
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Условием нетривиальной разрешимости систем (12) будет равенство нулю опреде-
лителя, что приведет к двум биквадратным уравнениям:
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Из уравнений (13) можно найти квадраты скоростей распространения поверхности
разрыва, при которых существуют нетривиальные решения систем (12). Это означа-
ет, что для определенной скорости G могут существовать связанные разрывы в нор-
мальном или касательном направлении. Квадраты таких скоростей распространения
поверхности слабых разрывов, при которых возможно наличие связанных разрывов
в нормальном направлении G

2
k1,2 или в касательном направлении G

2
?1,2 будут иметь

вид:

G
2
k1,2 =

� b±
p
b2 � 4ac

2a
=

1

2
[(v2

uk + v
2
�k)±

q
(v2

uk � v
2
�k)

2 + 4⇢Jv4
sk)]

G
2
?1,2 =

� b±
p
b2 � 4ac

2a
=

1

2
[(v2

u? + v
2
�?)±

q
(v2

u? � v
2
�?)

2 + 4⇢Jv4
s?)]

Отметим, что найденные скорости распространения поверхности разрыва, при ко-
торых возможно наличие связанных слабых разрывов вектора перемещений и мик-
ровращений в касательном направлении к поверхности разрыва, не гарантируют су-
ществование связанных слабых разрывов вектора перемещений и микровращений в
нормальном направлении к поверхности разрыва и наоборот.
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Таблица 1. Скорости распространения продольной и поперечной волны перемещений и мик-
ровращений

Скаляры первой
основной энерге-
тической формы

Скаляры конвен-
циональной энер-
гитической фор-
мы

Скаляры основ-
ной энергетиче-
ской формы

Материальные
скаляры

v
2
uk

2(A
1
+A

3
)

⇢

�+ 2µ

⇢

a
1
+ b

1
+ c

1

⇢
2G(1 + ⌫(1� 2⌫)�1)

v
2
�k

2(A
2
+A

4
)

J

� + 2�

J

a
2
+ b

2
+ c

2

J
GL

2
c3

v
2
sk

2(A
7
+A

8
)

⇢J

2({ + 2�)

⇢J

a
3
+ b

3
+ c

3

2⇢J
2GL(c4 + c5)

v
2
u?

A
5
+ 2A

3

2⇢

µ+ ↵

⇢

b
1

⇢
G(1 + c1)

v
2
�?

A
6
+ 2A

4

2J

� + ✏

J

b
2

J
GL

2(1 + c2)

v
2
s?

2A
8
�A

9

2⇢J

2(�+ ⌫)

⇢J

b
3

2⇢J

GL

2
(2c5 � c6)

После того как найдены скорости G
2
k1,2, G

2
?1,2 возможно определение связанных

векторов поляризации перемещений и микровращений. Для этого выразим касатель-
ную компоненту вектора поляризации микровращений через касательную компоненту
вектора поляризации перемещений �k = CkUk и сделаем то же с нормальными компо-
нентами векторов поляризации перемещений и микровращений �? = C?U?. Выразим
константы Ck, C? с учетом выполнения соотношений (13):

C1k = �
vuk �G

2
1,2

Jvsk
, C2k = �

⇢vsk

v�k �G
2
1,2

;

C1? = �
vu? �G

2
1,2

Jvs?
, C2? = �

⇢vs?

v�? �G
2
1,2

.

Обратную зависимость касательных и нормальных компонент вектора перемеще-
ний от вектора микровращений Uk = Kk�k и U? = K?�? можно найти с помощью

следующих выражений для констант K1,2 k =
1

C1,2 k
, K1,2 ? =

1

C1,2 ?
.
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Выразим зависимость между слабыми разрывами перемещений и микровращений
с учетом ранее полученных соотношений:

Uk = �k
G

2
k1,2 � v

2
�k

⇢v
2
sk

; �k = Uk
G

2
k1,2 � v

2
uk

Jv
2
sk

;

U? = �?
G

2
?1,2 � v

2
�?

⇢v
2
s?

, �? = U?
G

2
?1,2 � v

2
u?

Jv
2
s?

.

Заключение. В настоящей работе были получены следующие результаты:

• Показано, что в полуизотропном микрополярном теле невозможно распростра-
нение несвязанных слабых разрывов вектора перемещения и микровращения.
Обратное противоречило бы предположению, что рассматривается полуизо-
тропное микрополярное тело.

• Найдены скорости распространения поверхности разрывов при которых воз-
можно наличие связанных слабых разрывов вектора перемещений и микровра-
щений в касательном или нормальном направлении относительно поверхности
разрыва.

• С учетом найденной скорости распространения поверхности разрывов опреде-
лена зависимость между слабыми разрывами перемещений от микровращений,
и наоборот, в касательном и нормальном направлении относительно поверхно-
сти слабого разрыва.
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WEAK DISCONTINUITIES PROPAGATION OF DISPLACEMENTS AND
MICROROTATIONS IN A SEMI-ISOTROPIC MICROPOLAR BODY

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. The present paper deals with weak discontinuities propagation of the displacement
and microrotation vector in a semi-isotropic micropolar body. The speed of the surface of
weak discontinuities is determined, at which the presence of associated weak discontinuities of
displacements and microrotations is possible. The dependence of weak discontinuities is found
displacement vector from the microrotation vector and vice versa in the tangential and normal
direction relative to the weak discontinuities surface.

Keywords: Micropolar continuum, anisotropy, semi-isotropy, weak discontinuities, compatibility
conditions, translation, microrotation
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