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Аннотация. В статье рассмотрена краевая задача теории упругости для полуполосы со сме-
шанными граничными условиями на ее торце. Граничные условия на длинных сторонах соот-
ветствуют периодическому продолжению решения в полуплоскость, т.е. решение представля-
ется в виде тригонометрических рядов Фурье. Построено точное решение задачи, основанное
на использовании сопряженных тригонометрических рядов.
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1. Введение. Смешанные краевые задачи теории упругости относятся к числу
наиболее трудных. Им посвящено огромное количество исследований, обзор которых
можно найти, например, в [1–4]. Классическим примером является задача для полу-
полосы со свободными длинными сторонами, часть торца которой жестко защемлена,
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а к другой части приложена нагрузка. Общих методов построения точных решений
(не сводящих краевую проблему к бесконечным системам алгебраических уравнений)
такого рода задач, насколько нам известно, нет.

Предлагаемый в этой статье метод решения смешанных краевых задач в полуполосе
не зависит от вида однородных граничных условий на ее длинных сторонах (свобод-
ные стороны, жестко защемленные, подкрепленные ребрами жесткости). Это могут
быть тригонометрические ряды или, в общем случае, ряды по собственным функци-
ям Папковича–Фадля [5]. Метод основан на использовании сопряженных рядов. Для
перехода к сопряженным рядам вводятся аналитические функции (например, [5]).
Окончательное решение задачи будет представляться двойными рядами по собствен-
ным функциям краевой задачи.

Чтобы максимально упростить задачу и избежать непринципиальных трудностей,
будем считать, что граничные условия на длинных сторонах полуполосы выбраны
так, что собственными функциями являются хорошо известные тригонометрические
системы функций.

2. Постановка краевой задачи. Рассмотрим полуполосу {Π : x ≥ 0, |y| ≤ 1}.
Будем считать, что на длинных сторонах полуполосы y = ±1 поперечные перемеще-
ния и касательные напряжения равны нулю, т.е.

v(x,±1) = τxy(x,±1) = 0. (1)

На торце полуполосы заданы следующие граничные условия:
при |y| ≤ α (0 < α < 1) заданы нормальное и нулевое касательное напряжения

σx(0, y) = σ(y), τxy(0, y) = 0, (2)

а на участках α < |y| ≤ 1 граничные условия соответствуют скользящей заделке, т.е.

u(0, y) = 0, τxy(0, y) = 0, (3)

где u(x, y) – перемещение в направлении оси x (схема задачи показана на рис. 1). Из
(2), (3) следует, что на всем отрезке |y| ≤ 1

τxy(0, y) = 0. (4)

Рис. 1. Схема смешанной задачи для полуполосы

Решение задачи ищется в виде следующих рядов [6]:

σx(x, y) = a0 −
∞∑
k=1

[(1 + ν)akq
3
k + 2bkq

2
k + x(1 + ν)bkq

3
k]e

qkx cos qky,
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σy(x, y) = νa0 +
∞∑
k=1

[(1 + ν)akq
3
k + 2(2 + ν)bkq

2
k + x(1 + ν)bkq

3
k]e

qkx cos qky,

τxy(x, y) =

∞∑
k=1

[(1 + ν)akq
3
k + (3 + ν)bkq

2
k + x(1 + ν)bkq

3
k]e

qkx sin qky, (5)

U(x, y) = b0 +
1− ν

2
a0x−

1 + ν

2

∞∑
k=1

[akq
2
k + bkqk + xbkq

2
k]e

qkx cos qky,

V (x, y) =

∞∑
k=1

[
1 + ν

2
akq

2
k + 2bkqk + x

1 + ν

2
bkq

2
k]e

qkx sin qky.

Здесь U(x, y), V (x, y) – умноженные на модуль сдвига перемещения u(x.y), v(x, y) со-
ответственно; ν – коэффициент Пуассона; a0, b0, ak, bk – неизвестные коэффициенты;
qk = −kπ.

3. Решение задачи. Примем вначале, что a0 = b0 = 0. Используя, например, [5],
введем функцию

F (y) = −
[
(1 + ν)

∂U(0, y)

∂y
+

1− ν
2

τxy(0, y)

]
− iσx(0, y). (6)

Подставив сюда (5), получим

ReF (y) = −
∞∑
k=1

[(1 + ν)akqk + 2bk]q
2
k sin qky,

ImF (y) =
∞∑
k=1

[(1 + ν)akqk + 2bk]q
2
k cos qky.

(7)

Выразим с помощью (4) bk через ak,

bk = −1 + ν

3 + ν
akqk, (8)

и подставим в (7). Тогда получим

ReF (y) = −
∞∑
k=1

Akqk sin qky,

ImF (y) =
∞∑
k=1

Akqk cos qky, Ak = (1+ν)2

3+ν akq
2
k.

(9)

Ряды (7) или (9) называются сопряженными [7, 8]. Если, скажем, первый ряд (9)
продифференцировать или проинтегрировать по переменной y, то полученный ряд
по-прежнему называется сопряженным ко второму ряду (9). Например, ряд

∞∑
k=1

Ak cos qky (10)

сопряжен к ряду
∞∑
k=1

Akqk cos qky. (11)
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Обозначим (k,m = 1, 2, ...)

Ckm =

α∫
−α

cos qky cos qmydy =

{
α+ sinα(qk+qm)

qk+qm
(k = m),

sinα(qk+qm)
qk+qm

+ sinα(qk−qm)
qk−qm (k 6= m)

(12)

и вместо (10), (11) введем сопряженные ряды (|y|, |t| ≤ 1)

FU (y, t) =
∞∑
m=1

cos(qmy)
∞∑
k=1

Ckm
qk

cos(qkt),

Fσ(y, t) =
∞∑
m=1

qm cos(qmy)
∞∑
k=1

Ckm
qk

cos(qkt).
(13)

Их можно рассматривать как аналоги рядов (10) и (11). Представление сопряженных
рядов с дополнительным параметром t позволяет сделать их не зависящими от вида
раскладываемой функции.

Умножим второй ряд (13) на функцию σ(t), фигурирующую в (2), и проинтегри-
руем по t от −1 до 1. В результате получим представление функции

σx(0, y) =

∞∑
m=1

qm cos(qmy)

∞∑
k=1

Ckm
qk

σk, σk =

α∫
−α

σ(t) cos qktdt (14)

при |y| ≤ 1 такое, что при |y| < α

σ(y) =

∞∑
m=1

qm cos(qmy)

∞∑
k=1

Ckm
qk

σk. (15)

Учитывая, что в формуле (6) касательные напряжения равны нулю, заключаем,
что ряд, сопряженный к ряду (15), является представлением функции U(0, y), т.е.

U(0, y) =

∞∑
m=1

cos(qmy)

∞∑
k=1

Ckm
qk

σk. (16)

Из сравнения рядов (10), (16) и (11), (15) видно, что

Am =

∞∑
k=1

Ckm
qk

σk. (17)

Функция (16) равна нулю при |y| ≥ α (это становится очевидным после перестанов-
ки порядков суммирования). Но фактически она будет равна некоторой постоянной,
что обусловлено самоуравновешенностью базисных функций при |y| ≤ 1. По этой
причине кривая (16) будет лежать выше или ниже оси y и, следовательно, не будет
равна нулю при |y| ≥ α вопреки граничному условию (3). Сдвинем ее так, чтобы
U(0,±α) = 0. Тогда вместо (17) получим формулу

A∗k =
∞∑
m=1

σm
qm

(
Ckm −

2 sin qkα

qk
cos qmα

)
. (18)

Поэтому, согласно (9), (8),

ak = − 3 + ν

(1 + ν)2

A∗k
q2
k

, bk =
1

1 + ν

A∗k
qk
. (19)
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Так как на торце полуполосы нормальные напряжения σx(0, y) всегда самоуравно-
вешены, то a0 = 0, а коэффициент b0 можно считать равным −U(0, 1).

Подставляя (19) в (5), получим решение краевой задачи (1)–(3).

4. Пример. Пусть σ(y) самоуравновешена и

σ(y) = y4 − 6

5
α2y2 +

1

5
α4. (20)

Найдем числа σm из (14), затем числа A∗k по формуле (18) и, наконец, коэффици-
енты (19), входящие в решение (5).

Примем α = 0.5, ν = 0.3 и приведем некоторые графики, иллюстрирующие полу-
ченное решение (рис. 2, 3). Напряжения определялись в сечении x = 0.01, а переме-
щения – при x = 0. В формулах для напряжений и перемещений при суммировании
удерживалось 100 членов ряда.

Рис. 2. Распределение напряжений при x = 0.01

Рис. 3. Распределение перемещений при x = 0

Обратим внимание на график функции U(0, y) (рис. 3). Производная этой функции
в точках y = ±α имеет не равное нулю конечное значение. Поэтому напряжения
σx(±α, y) и σy(±α, y) будут иметь при x = ±α логарифмические особенности. Если в
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формуле (20) заменить α на β и считать, что β < α, т.е. что ненулевые нормальные
напряжения σ(y) заданы строго внутри интервала |y| ≤ α, то производная функции
U(0, y) при y = ±α будет равна нулю и, значит, нормальные напряжения в этих точках
будут ограничены.

Для того чтобы посчитать напряжения при очень маленьких значениях перемен-
ной x, в том числе при x = 0, нужно взять больше членов ряда. Однако решающее
значение имеет точность собственных значений.

5. Выводы.

(1) Основным недостатком полученного решения является то, что коэффициенты
разложений в смешанной краевой задаче не выражаются через элементарные
функции, а представляются в виде бесконечных рядов. Это приводит к опре-
деленным трудностям вычислительного характера при подсчете напряжений
на торце полуполосы, т.к. в этом случае требуется высокая точность в опреде-
лении собственных значений (десятки значащих цифр после запятой).

(2) Несомненным достоинством решения является то, что оно представляется в
простом замкнутом виде. При этом не возникает необходимости в исследова-
нии и решении интегральных уравнений или бесконечных систем алгебраиче-
ских уравнений.

(3) Аналогично решаются более сложные задачи, например, когда часть торца
полуполосы жестко защемлена, а на другой части действуют нагрузки, когда
на торце полуполосы имеются одномерные упругие накладки, через которые
передается нагрузка и т.д.

(4) Метод применим для любых однородных граничных условий на длинных сто-
ронах полуполосы (свободные стороны, жестко защемленные и т.д.). В общем
случае вместо тригонометрических функций в представлении решений будут
фигурировать собственные функции Папковича–Фадля, теория которых была
развита в статьях [9–12].
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Abstract. The paper deals with a boundary value problem of the theory of elasticity for a half-strip
with mixed boundary conditions at its end. The boundary conditions on the long sides correspond
to the periodic continuation of the solution into a half-plane, i.e. the solution is represented in
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