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Аннотация. В статье представлено решение задача о термодеформировании упругопласти-
ческой трубы, находящейся под действием равномерного внутреннего и внешнего давлений.
Предел текучести материала при этом предполагался зависящим от температуры. Согласно
методу возмущений, представлено решение в нулевом и первом приближениях. Получено вы-
ражение для радиуса упругопластической границы. Рассматривался случай общей плоской
задачи.
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Введение. Физические свойства материала при охлаждении или нагреве могут
существенно изменяться. Поэтому при решении задач термодеформирования необхо-
димо учитывать влияние температуры на характеристики материала. В работах [1–3]
представлено исследование температурных напряжений, для случая, когда предел те-
кучести имеет линейную и квадратичную зависимость от температуры.

В данной работе рассмотрена задача определения напряженно-деформированного
состояния упругопластической трубы, находящейся под действием всестороннего дав-
ления, при учете температуры и упругой сжимаемости. Предел текучести при этом
зависит от температуры.

1. Постановка задачи. Пусть имеется упругопластическая толстостенная тру-
ба радиусов a и b, (a < b), находящаяся под действием равномерного внутреннего

© КовалевА.В., МалыгинаЮ.В., 2023
Ковалев Алексей Викторович
e-mail: kovalev@amm.vsu.ru, доктор физико-математических наук, профессор, заведующий
кафедрой механики и компьютерного моделирования, Воронежский государственный универ-
ситет, г. Воронеж, Россия.
Малыгина Юлия Владимировна
e-mail: ymkahavren@gmail.com, старший преподаватель кафедры механики и компьютерного
моделирования, Воронежский государственный университет, г. Воронеж, Россия.

Поступила 12.12.2023
74



ОБ УЧЕТЕ ЗАВИСИМОСТИ ПРЕДЕЛА ТЕКУЧЕСТИ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ ... 75

– p и внешнего – q давлений, а также стационарного поля температуры. Материал
трубы будем считать упруго сжимаемым. Модуль упругости и коэффициент Пуассо-
на предполагаем не зависящими от температуры. Предел текучести имеет линейную
температурную зависимость.

Система уравнений для поставленной задачи имеет вид:
— уравнение равновесия

∂σr
∂r

=
σθ − σr

r
, (1)

где σr, σθ – компоненты тензора напряжений;
— соотношения Коши

er =
∂u

∂r
, eθ =

u

r
, (2)

где er, eθ – компоненты тензора полных деформаций, u – компонента радиального
перемещения;

— выражения для деформаций в упругой области

eer =
1

E
[σr − µ (σθ + σz)] + αT (r),

eeθ =
1

E
[σθ − µ (σr + σz)] + αT (r),

eez =
1

E
[σz − µ (σr + σθ)] + αT (r),

(3)

где eer, eeθ, e
e
z – компоненты тензора деформаций в упругой области; E – модуль упруго-

сти, σz – компонента тензора напряжений, µ – коэффициент Пуассона, T (r) – темпера-
тура, которая определяется из решения стационарного уравнения теплопроводности с
заданными краевыми условиями, α – коэффициент температурного расширения [4,5];

— условие пластичности Мизеса

(σθ − σr)2 + (σθ − σz)2 + (σr − σz)2 = 6k2, (4)

— ассоциированный закон пластического течения

depr =
dλ

3
(2σr − σθ − σz) ,

depθ =
dλ

3
(2σθ − σr − σz) ,

depz =
dλ

3
(2σz − σr − σθ) ,

(5)

где epr , epθ, e
p
z – компоненты тензора пластических деформаций, dλ – скалярный поло-

жительный множитель;
— граничные условия

σr

∣∣∣∣
r=a

= −p,

σr

∣∣∣∣
r=b

= −q,
(6)
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— условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице

[σr] = [σθ] = [u] = 0, (7)

— выражение полных деформаций тела в пластической области

er = eer + epr , eθ = eeθ + epθ, ez = eez + epz. (8)

Далее, предположим, что осевая деформация ez будет постоянной и имеет в упру-
гой и пластической областях одинаковое значение равное: ez = e1 = const. Поскольку
деформации в упругой области определяются соотношением (3), а в пластической –
(5), то выражение полных деформаций тела в пластической области можно предста-
вить в виде:

der =
1

E
[dσr − µ (dσθ + dσz)] + d(αT (r)) +

dλ

3
(2σr − σθ − σz) ,

deθ =
1

E
[dσθ − µ (dσr + dσz)] + d(αT (r)) +

dλ

3
(2σθ − σr − σz) ,

de1 =
1

E
[dσz − µ (dσr + dσθ)] + d(αT (r)) +

dλ

3
(2σz − σr − σθ) .

(9)

2. Метод решения. Для решения поставленной задачи, воспользуемся мето-
дом возмущений. Данный метод заключается в разложении искомых величин в ряд
по малому параметру δ. В данном случае ограничимся только нулевым и первым при-
ближениями. Запишем необходимые величины в виде рядов по малому параметру:

σij = σ
(0)
ij + δσ

(1)
ij , eij = e

(0)
ij + δe

(1)
ij , u = u(0) + δu(1),

α = α(0) + δα(1), µ = µ(0) + δµ(1), e1 = δe
(1)
1 ,

λ = λ(0) + δλ(1), k = k(0) + δk(1), rs = r(0)
s + δr(1)

s ,

(10)

где µ(0) =
1

2
, µ(1) – известная постоянная; k(0) – значение предела текучести при по-

стоянной температуре; k(1) – функция, зависящая от температуры; верхние индексы
(0), (1) определяют нулевое и первое приближения соответственно.

3. Решение и результаты. Подставим, представленные в (11), разложения в
уравнения (1), (2), (4), (6), (7), (9) и , приравняв выражения при одинаковых степе-
нях малого параметра, получим в каждом приближении систему дифференциальных
уравнений для определения искомых соотношений.
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Решение задачи в нулевом приближении, при α(0) = 0, известно [6] и имеет вид:

σpr
(0) = −p+ 2k(0)ln

(r
a

)
, σpθ

(0)
= −p+ 2k(0)

(
1 + ln

(r
a

))
,

σpz
(0) = −p+ k(0)

(
1 + 2ln

(r
a

))
,

up(0) = ue(0) =
3k(0)r

(0)
s

2

2Er
,

σer
(0) = −q + k(0)r(0)

s

2
[

1

b2
− 1

r2

]
, σeθ

(0) = −q + k(0)r(0)
s

2
[

1

b2
+

1

r2

]
,

σez
(0) = −q +

k(0)r
(0)
s

2

b2
,

r(0)
s

2
=

b2

k(0)

[
−p+ q + +k(0)

(
1 + 2ln

(
r

(0)
s

a

))]
.

(11)

Далее, запишем систему уравнений в первом приближении:
— уравнение равновесия

∂σ
(1)
r

∂r
=
σ

(1)
θ − σ

(1)
r

r
, (12)

— соотношения Коши

e(1)
r =

∂u(1)

∂r
, e

(1)
θ =

u(1)

r
, (13)

— выражения для деформаций в упругой области

eer
(1) =

1

E

[
σ(1)
r −

1

2

(
σ

(1)
θ + σ(1)

z

)
− µ(1)

(
σ

(0)
θ + σ(0)

z

)]
+ α(1)T (r),

eeθ
(1) =

1

E

[
σ

(1)
θ −

1

2

(
σ(1)
r + σ(1)

z

)
− µ(1)

(
σ(0)
r + σ(0)

z

)]
+ α(1)T (r),

e
(1)
1 =

1

E

[
σ(1)
z −

1

2

(
σ(1)
r + σ

(1)
θ

)
− µ(1)

(
σ(0)
r + σ

(0)
θ

)]
+ α(1)T (r),

(14)

— условие пластичности

(
σ

(0)
θ − σ

(0)
r

)(
σ

(1)
θ − σ

(1)
r

)
+
(
σ

(0)
θ − σ

(0)
z

)(
σ

(1)
θ − σ

(1)
z

)
+

+
(
σ(0)
r − σ(0)

z

)(
σ(1)
r − σ(1)

z

)
= 6k(0)k(1),

(15)
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— выражение полных деформаций в пластической области

de(1)
r =

1

E

[
dσ(1)

r −
1

2

(
dσ

(1)
θ + dσ(1)

z

)
− µ(1)

(
σ

(0)
θ + σ(0)

z

)]
+ α(1)dT (r)+

+
dλ(0)

3

[
2σ(1)

r − σ
(1)
θ − σ

(1)
z

]
+
dλ(1)

3

[
2σ(0)

r − σ
(0)
θ − σ

(0)
z

]
,

de
(1)
θ =

1

E

[
dσ

(1)
θ −

1

2

(
dσ(1)

r + dσ(1)
z

)
− µ(1)

(
σ(0)
r + σ(0)

z

)]
+ α(1)dT (r)+

+
dλ(0)

3

[
2σ

(1)
θ − σ

(1)
r − σ(1)

z

]
+
dλ(1)

3

[
2σ

(0)
θ − σ

(0)
r − σ(0)

z

]
,

de
(1)
1 =

1

E

[
dσ(1)

z −
1

2

(
dσ(1)

r + dσ
(1)
θ

)
− µ(1)

(
σ(0)
r + σ

(0)
θ

)]
+ α(1)dT (r)+

+
dλ(0)

3

[
2σ(1)

z − σ(1)
r − σ

(1)
θ

]
+
dλ(1)

3

[
2σ(0)

z − σ(0)
r − σ

(0)
θ

]
,

(16)

— граничные условия

σ(1)
r

∣∣∣∣
r=a

= σ(1)
r

∣∣∣∣
r=b

= 0, (17)

— условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице [

σ(1)
r +

dσ
(0)
r

dr
r(1)
s

]
=

[
σ

(1)
θ +

dσ
(0)
θ

dr
r(1)
s

]
=

[
u(1) +

du(0)

dr
r(1)
s

]
= 0. (18)

Получим соотношение для определения компоненты напряжений σ(1)
z . Рассмотрим

третье уравнение выражения (16):

dσ(1)
z −

1

2

(
dσ(1)

r + dσ
(1)
θ

)
− µ(1)

(
σ(0)
r + σ

(0)
θ

)
+ Eα(1)dT (r)+

+
dλ(0)

3

[
2σ(1)

z − σ(1)
r − σ

(1)
θ

]
= 0.

(19)

Введем обозначение χ(1) = 2σ
(1)
z − σ

(1)
r − σ

(1)
θ . С учетом введенного обозначения,

предыдущее выражение примет вид

dχ(1)

dλ(0)
+

2E

3
χ(1) = 4µ(1)dσ

(0)
z

dλ(0)
− 2Eα(1)dT (r)

dλ(0)
. (20)

Решив дифференциальное уравнение (20), получим:

χ(1) = e−
2
3
Eλ(0)

λ(0)∫
0

[
4µ(1)dσ

(0)
z

dλ(0)
− 2Eα(1)dT (r)

dλ(0)
−

]
e

2
3
Eλ(0)dλ(0) + χ(1)

e , (21)

где χ(1)
e = 4µ(1)σ

(0)
z − 2Eα(1)T (r) + 2Ee

(1)
1 .

Таким образом, компонента напряжений σ(1)
z определяется из введенного обозначе-

ния и уравнения (21):

σ(1)
z =

1

2

(
σ(1)
r + σ

(1)
θ + χ(1)

)
. (22)



ОБ УЧЕТЕ ЗАВИСИМОСТИ ПРЕДЕЛА ТЕКУЧЕСТИ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ ... 79

Выражения, определяющие компоненты деформаций e
(1)
r , e

(1)
θ в упругой области,

можно получить, если просуммировать первые два уравнения соотношения (14), при
учете уже полученного решения в нулевом приближении.

e(1)
r + e

(1)
θ =

6µ(1)

E
σ(0)
z + 3α(1)T (r)− e(1)

1 ,

e(1)
r − e

(1)
θ =

1

2E

[
3
(
σ(1)
r − σ

(1)
θ

)
+ 2µ(1)

(
σ(0)
r − σ

(0)
θ

)]
.

(23)

Компоненту радиального перемещения в упругой области получим, если подставим
в первое уравнение (23) соотношения Коши и решим получившееся дифференциаль-
ное уравнение:

ue(1) =
3

E
µ(1)

(
q − k(0)r

(0)
s

b2

)
r +

3α(1)

r

∫
T (r)rdr − 1

2
e1r +

D

r
. (24)

Напряжения σ(1)
r , σ

(1)
θ в упругой области, определим из второго уравнения соотно-

шения (23). Таким образом, получим:

σer
(1) = −2

3
µ(1)k(0)r(0)

s

2
[

1

b2
− 1

r2

]
+

2ED

3

[
1

b2
− 1

r2

]
−

−4Eα(1)

b∫
r

1

r3

∫
T (r)rdrdr + 2Eα(1)

b∫
r

T (r)

r
dr,

σeθ
(1) = −2

3
µ(1)k(0)r(0)

s

2
[

1

b2
+

1

r2

]
+

2ED

3

[
1

b2
+

1

r2

]
−

−4Eα(1)

b∫
r

1

r3

∫
T (r)rdrdr + 2Eα(1)

b∫
r

T (r)

r
dr +

4Eα(1)

r2

∫
T (r)rdr − 2Eα(1)T.

(25)

Разность компонент напряжений σ(1)
r , σ

(1)
θ в пластической области получим из усло-

вия пластичности (15), с учетом введенного обозначения, а также полученного нуле-
вого решения:

σ
(1)
θ − σ

(1)
r = 2k(1). (26)

Поскольку величина предела текучести в первом приближении k(1) зависит от тем-
пературы, которая, в свою очередь, изменяется в зависимости от радиуса трубы, то
это величина является функцией радиуса. Поэтому, в дальнейшем при вычислении
компонент напряжений в пластической области, данную величину будет нельзя вы-
нести за знак интеграла.

Подставив (26) в уравнение равновесия (12) и учитывая граничные условия (17),
получим соотношения для определения компонент напряжений в пластической обла-
сти:

σpr
(1) =

r∫
a

2k(1)

r
dr,

σpθ
(1)

= 2k(1) +

r∫
a

2k(1)

r
dr.

(27)
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Для того, чтобы получить уравнение для радиальной компоненты перемещения в
пластической области просуммируем первые два уравнения соотношения (16) и решим
получившееся дифференциальное уравнение. В итоге получим:

up(1) = − 3

E
µ(1)

(
−p+ 2k(0)ln

(r
a

))
r +

3α(1)

r

∫
T (r)rdr − 1

2
e1r +

N

r
. (28)

Константу D получим из условия сопряжения (18) компонент напряжений σ
(1)
r в

упругой и пластической областях:

D =
µ(1)

E
k(0)r(0)

s

2
+

3

2E

4Eα(1)

b∫
r
(0)
s

1

r3

∫
T (r)r drdr−

2Eα(1)

b∫
r
(0)
s

T (r)

r
dr −

r
(0)
s∫
a

2k(1)

r
dr

 r
(0)
s

2
b2

r
(0)
s

2
− b2

.

(29)

Константу N получим из условия сопряжения (18) компонент перемещений в упру-
гой и пластической областях:

N = −2µ(1)

E
k(0)r(0)

s

2
+

3

2E

4Eα(1)

b∫
r
(0)
s

1

r3

∫
T (r)r drdr−

2Eα(1)

b∫
r
(0)
s

T (r)

r
dr −

r
(0)
s∫
a

2k(1)

r
dr

 r
(0)
s

2
b2

r
(0)
s

2
− b2

.

(30)

Выражение радиуса упругопластической границы получим из условия сопряже-
ния (18) компонент напряжений σ(1)

θ в упругой и пластической областях:

r(1)
s =

{4Eα(1)

b∫
r
(0)
s

1

r3

∫
T (r)r drdr − 2Eα(1)

b∫
r
(0)
s

T (r)

r
dr

 2b2

r
(0)
s

2
− b2
−

−4Eα(1)

r
(0)
s

∫
r=r

(0)
s

T (r)rdr + 2Eα(1)

b∫
r
(0)
s

T (r)

r
dr − 2Eα(1)T (r(0)

s )−

−2k(1)(r(0)
s )− 2r

(0)
s

2

r
(0)
s

2
− b2

r
(0)
s∫
a

2k(1)

r
dr

}
r

(0)
s

4k(0)
.

(31)
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Согласно принятому методу решения, можем представить выражения компонент
напряжений и уравнение радиуса упругопластической границы для поставленной за-
дачи. Тогда, из (11), (19), (33), (34) имеем

σpr = −p+ 2k(0)ln
(r
a

)
+ δ

r∫
a

2k(1)

r
dr,

σpθ = −p+ 2k(0)
(

1 + ln
(r
a

))
+ δ

2k(1) +

r∫
a

2k(1)

r
dr

 ,

σer = −q + k(0)r(0)
s

2
[

1

b2
− 1

r2

]
+

+δ

{4Eα(1)

b∫
r
(0)
s

1

r3

∫
T (r)rdrdr − 2Eα(1)

b∫
r
(0)
s

T (r)

r
dr −

r
(0)
s∫
a

2k(1)

r
dr

 r(0)
s

2

r2

r2 − b2

r
(0)
s

2
− b2
−

−4Eα(1)

b∫
r

1

r3

∫
T (r)rdrdr + 2Eα(1)

b∫
r

T (r)

r
dr

}
,

σeθ = −q + k(0)r(0)
s

2
[

1

b2
+

1

r2

]
+

+δ

{4Eα(1)

b∫
r
(0)
s

1

r3

∫
T (r)rdrdr − 2Eα(1)

b∫
r
(0)
s

T (r)

r
dr −

r
(0)
s∫
a

2k(1)

r
dr

 r(0)
s

2

r2

r2 + b2

r
(0)
s

2
− b2
−

−4Eα(1)

b∫
r

1

r3

∫
T (r)rdrdr + 2Eα(1)

b∫
r

T (r)

r
dr +

4Eα(1)

r2

∫
T (r)rdr − 2Eα(1)T (r).

}
,

rs = r(0)
s + δr(1)

s .

Заключение. Таким образом, согласно принятому методу малого параметра,
было определено напряженно-деформированное состояние упругопластической тру-
бы, находящейся под действием равномерного всестороннего сжатия и учета темпера-
турных эффектов, для случая, когда предел текучести материала зависит от темпе-
ратуры. Кроме того, если положить в приведенных выше соотношениях коэффициент
температурного расширения или величину k(1) равными нулю, то получим выраже-
ния, представленные в работах [7] или [8–11] соответственно.
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ON TAKING INTO ACCOUNT THE DEPENDENCE OF THE YIELD
STRENGTH ON TEMPERATURE WHEN SOLVING THE PROBLEM OF

THERMAL DEFORMATION OF A PIPE

Voronezh State University, Voronezh, Russia
Abstract. The paper considers the problem of uniform compression of an elastoplastic pipe under
the influence of temperature effects. The yield strength depends on temperature. According to the
perturbation method, the solution is presented in the zero and first approximations. The radius of
the elastoplastic boundary is determined. The case of a general plane problem was considered.
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