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Аннотация. В настоящей работе процедура построения двумерных фигур Ная модифициру-
ется для асимметричных матриц и применяется для представления определяющих псевдотен-
зоров демитропных микрополярных упругих континуумов. Указанные матричные представ-
ления используются для упрощения тензорной записи уравнений анизотропных тел. Метод
матричного представления Ная позволяет изобразить тензоры и псевдотензоры четвертого
и второго рангов в виде своеобразных двумерных фигур. Получена матричная форма асим-
метричных определяющих уравнений демитропного микрополярного упругого тела. Основ-
ное изложение статьи проводится в декартовой прямоугольной системе координат в терминах
инвариантного элемента объема.
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1. Введение и предварительные сведения В современной инженерной прак-
тике все большее применение находят конструкционные метаматериалы и биокомпо-
зиты, обладающие сложной микроструктурой [1–3]. Микро- и наноструктурные состо-
яния таких материалов зачастую реагируют на изменение ориентации координатного
базиса трехмерного пространства. Математическое моделирование указанных мета-
материалов требует привлечения аппарата микрополярной термомеханики. Класси-
ческие модели микрополярных тел описаны в следующих публикациях [4–8]. Фун-
даментальным определяющим параметром характеризующим микро- и нанострук-
турные состояния материала в подобных теориях является характерная микродлина
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L1 [9,10,17], связанная с характерным размером микроструктуры (гранулы, волокна,
соты, диполи жидких кристаллов, полимерные молекулы и т.д.). При этом в стан-
дартных длинах: для макромеханики следует положить L ⇠ 1м, для микромеханики
� L ⇠ 10�6м, а для наномеханики � L ⇠ 10�9м. Важно отметить, что характерная
микродлина микрополярной теории L � важнейший из модулей, которому может быть
естественным образом приписан алгебраический целый нечетный вес, т.е. ее можно
трактовать как определяющий псевдоскаляр, реагирующий на изменение ориентации
координатного базиса. Основные сведения, касающиеся алгебры и анализа псевдотен-
зоров можно найти в некоторых книгах по тензорному исчислению [18–25].

Вывод уравнений динамики упругого поведения демитропных микрополярных
упругих тел основывается на квадратичных формах микрополярных упругих потен-
циалов силовых и моментных напряжений [6–10, 17, 26–29]. Квадратичные представ-
ления таких потенциалов, в общем анизотропном случае, требуют привлечения фор-
мализма псевдотензорной алгебры и анализа [11,12,16,19–25]. Компоненты определя-
ющих псевдотензоров демитропных потенциалов силовых и моментных напряжений
проявляют чувствительность к преобразованиям, меняющим ориентация координат-
ного базиса трехмерного пространства. Как было показано в работах [30–32] объем-
ные плотности экстенсивных термодинамических параметров, в том числе, объемная
плотность упругого потенциала оказывается псевдоинвариантом, алгебраический вес
которого зависит от псевдотензорного веса элементарного объема. В настоящей ста-
тье изложение будет проведено в терминах инвариантного элемента объема. В общем
анизотропном случае упругий потенциал задается суммой произведений сбалансиро-
ванной в соответствии с правилом баланса алгебраических весов.

Линейное анизотропное микрополярное тело, характеризующееся 171 определяю-
щими постоянными, может быть редуцировано с помощью специальных координат-
ных представлений [26, 27, 33] к демитропному, характеризующемуся девятью опре-
деляющими псевдоскалярами. В конвенциональном случае, такими псевдоскалярами
будут: модуль сдвига, коэффициент Пуассона, характерная микродлина, и 6 псевдо-
скаляров, не имеющих физической размерности. Характерная микродлина оказыва-
ется псевдоскаляром отрицательного веса �1 и проявляет чувствительность к отра-
жениям и инверсиям трехмерного пространства.

В настоящей работе метод матричного представления Ная [34–38] модифицируется
и применяется к асимметричным тензорам и псевдотензорам четвертого и второго
рангов. Построены фигуры Ная для асимметричной модели демитропного микропо-
лярного тела. Получена матричная форма асимметричных определяющих уравнений
демитропного микрополярного упругого тела.

2. Микрополярный упругий потенциал силовых и моментных
напряжений. Рассмотрим трехмерное Евклидово пространство с заданной в
нем декартовой прямоугольной системой координат xi. Зададим микрополярный
упругий потенциал U , рассчитанный на единицу инвариантного элемента объема d⌧ ,

1Существует небольшое количество литературных источников, которые используют характерную
микродлину при построении микрополярной теории. К таким работам относятся, например, публи-
кации Нейбера [9,10], в которых характерная микродлина обозначалась l. Определяющая постоянная
l отличается от L, используемой в работах [11–14], и связана с ней прямой пропорциональной зави-
симостью, что было продемонстрировано в работах [15,16]. Последнее обстоятельство подтверждает
возможную неоднозначность при математическом описании микро- и наномасштабов.
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с естественными псевдотензорными асимметричными аргументами в виде

U = U (✏sm,
[+1]
sm) , (1)

где ✏sm � асимметричный тензор деформации;
[+1]
sm � асимметричный псевдотензор

деформации изгиба–кручения. Упругий потенциал в случае использования инвари-
антного элемента объема является абсолютным инвариантом (скаляром), не завися-
щим ни от каких преобразований трехмерного пространства.

Определяющие уравнения микрополярного континуума в этом случае примут вид

tij =
@U

@✏ij
,

[�1]
µ ik =

@U

@
[+1]
 ik

. (2)

В случае линейного анизотропного микрополярного упругого тела энергетическая
форма в произвольной системе координат можно принять в виде:

2U = H
1
islm✏is✏lm +

[�2]

H
2

islm

[+1]
 is

[+1]
 lm +

[�1]

H
3

islm✏is
[+1]
 lm. (3)

Отметим, что единственным определяющим псевдотензором четвертого ранга компо-
ненты которого оказываются чувствительными к преобразованиям зеркального от-
ражения и центральной инверсии трехмерного пространства является определяющий

псевдотензор
[�1]

H
3

islm отрицательного нечетного алгебраического веса �1.
Воспользовавшись определяющими соотношениями (2), получим

tis = H
1
islm✏lm +

1

2

[�1]

H
3

islm

[+1]
 lm ,

[�1]
µ is =

[�2]

H
2

ilsm

[+1]
 lm +

1

2

[�1]

H
3

lmis✏lm .

(4)

Для определяющих демитропных тензоров и псевдотензоров координатные пред-
ставления [33] инвариантные относительно группы вращений получаются в форме [27]

H
1 islm

= a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl ,

[�2]

H
2

islm =
[�2]
a
2
gisglm +

[�2]

b
2
gilgsm +

[�2]
c
2
gimgsl ,

[�1]

H
3

islm =
[�1]
a
3
gisglm +

[�1]

b
3
gilgsm +

[�1]
c
3
gimgsl .

(5)

Здесь
[g]
a
a
,
[g]
b
a
,
[g]
c
a
, (a = 1, 2, 3; g = 0,�1,�2) � девять определяющих псевдоскаляров

демитропного микрополярного упругого тела. “Метаиндекс” a � нумерует определя-

ющие псевдоскаляры. С точки зрения тензорной алгебры
[g]
a
a
,

[g]
b
a
,

[g]
c
a
, как минимум,

являются демитропными (демитропными) инвариантами.
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Подставив координатные представления (5) в определяющие соотношения (2), по-
лучим

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

tis = (a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl)✏lm+

+
1

2
(
[�1]
a
3
gisglm +

[�1]

b
3
gilgsm +

[�1]
c
3
gimgsl)

[+1]
lm ,

[�1]
µ is = (

[�2]
a
2
gisglm +

[�2]

b
2
gilgsm +

[�2]
c
2
gimgsl)

[+1]
lm+

+
1

2
(
[�1]
a
3
gisglm +

[�1]

b
3
gilgsm +

[�1]
c
3
gimgsl)✏lm .

(6)

Вместо определяющих псевдоскаляров
[g]
a
a
,
[g]
b
a
,
[g]
c
a

можно перейти к конвенциональ-
ным определяющим псевдоскалярам, таким как: G� модуль сдвига; ⌫ � коэффициент

Пуассона;
[�1]

L � характерная микродлина; c1, c2, c3, c4, c5, c6 � не имеющие физиче-
ской размерности скаляры (см. [17]). В этом случае характерная микродлина L будет
псевдоскаляром отрицательного веса �1.

в итоге получим

a
1
= 2G⌫(1� 2⌫)�1, b

1
= G(1 + c1), c

1
= G(1� c1),

[�2]
a
2

= 2G
[�1]

L
[�1]

L c3,
[�2]

b
2

= G
[�1]

L
[�1]

L (1 + c2),

[�2]
c
2

= G
[�1]

L
[�1]

L (1� c2),
[�1]
a
3

= 2G
[�1]

L c4,

[�1]

b
3

= G
[�1]

L (c5 � c6),
[�1]
c
3

= G
[�1]

L (c5 + c6).

(7)

Вычислим компоненты определяющих псевдотензоров (5) в декартовой системе ко-
ординат. Для демитропного упругого тела ненулевыми компонентами будут:

[g]
H
a

1111 =
[g]
H
a

2222 =
[g]
H
a

3333 =
[g]
a
a
+

[g]
b
a
+

[g]
c
a
,

[g]
H
a

1122 =
[g]
H
a

2211 =
[g]
H
a

1133 =
[g]
H
a

3311 =
[g]
H
a

2233 =
[g]
H
a

3322 =
[g]
a
a
,

[g]
H
a

1221 =
[g]
H
a

2112 =
[g]
H
a

1331 =
[g]
H
a

3113 =
[g]
H
a

2332 =
[g]
H
a

3223 =
[g]
b
a
,

[g]
H
a

1212 =
[g]
H
a

2121 =
[g]
H
a

1313 =
[g]
H
a

3131 =
[g]
H
a

2323 =
[g]
H
a

3232 =
[g]
c
a
.

(8)

Оставшиеся 60 компонент в каждом из определяющих псевдотензоров, не указанные
в (8), будут равны нулю.

3. Фигуры Ная для определяющих псевдотензоров демитропного
континуума. Для компактности записи тензорных уравнений иногда выгодно ис-
пользовать матричные обозначения [34, pp. 113–115], которые позволяют представить
компоненты тензора четвертого ранга элементами матрицы, уменьшив количество



104 Е. В. МУРАШКИН

пары тензорных индексов (is, lm) 11 22 33 12 13 23 21 31 32
матричные индексы (K,N) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Таблица 1. Соответствие пар тензорных и матричных индексов.(Correspondence of pairs of
tensor and matrix indices).

индексов с 4 до 2, а тензоры второго ранга � векторами. Однако, необходимо пом-
нить, что двухиндексные экстенсивы, соответствующие тензорам четвертого ранга, не
преобразуются по тензорным правилам.

Заменим компоненты асимметричного тензора деформаций согласно следующей
схеме

✏is ! ✏K =

2

4
✏11 ✏12 ✏13
✏21 ✏22 ✏23
✏31 ✏32 ✏33

3

5 !

2

4
✏1 ✏4 ✏5
✏7 ✏2 ✏6
✏8 ✏9 ✏3

3

5 . (9)

Аналогичным образом представим тензор изгиба-кручения:

is ! K =

2

4
11 12 13
21 22 23
31 32 33

3

5 !

2

4
1 4 5
7 2 6
8 9 3

3

5 . (10)

Для тензоров силовых и моментных напряжений введем следующую замену

tis ! tK =

2

4
t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33

3

5 !

2

4
t1 t4 t5
t7 t2 t6
t8 t9 t3

3

5 , (11)

µis ! µK =

2

4
µ11 µ12 µ13

µ21 µ22 µ23

µ31 µ32 µ33

3

5 !

2

4
µ1 µ4 µ5

µ7 µ2 µ6

µ8 µ9 µ3

3

5 . (12)

Преобразование определяющих тензоров H
a

islm (a = 1, 2, 3) в (13) к виду двумерных
матриц будем производить заменой индексов согласно таблице 1. Метаиндексы a и c
не являются тензорными индексами и нумеруют определяющие тензоры.

В итоге, матричная форма определяющих уравнений демитропного микрополярно-
го упругого тела принимает вид

8
><

>:

tK = H
1

KN ✏N +
1

2
H
3

KNN ,

µK = H
2

KNN +
1

2
H
3

KN ✏N .
(13)

Рассмотрим матрицу H
1

KN , из первого слагаемого в квадратичной форме упругого
потенциала напряжений (3). Компоненты определяющей матрицы H

1
KN связаны с



ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ПОСТРОЕНИЯ ... 105

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�
•�

•
•

•
•

•
•

• •
••

• •

?
?
?

•
•

•
•

•
•

Рис. 1. Двумерная фигура Ная матрицы определяющего псевдотензора
[g]
H
a

KN демитропного
микрополярного упругого тела. � � нулевые компоненты, • � компоненты отличные от нуля,

? = (
[g]
H
a

12 +
[g]
H
a

44 +
[g]
H
a

47), жирными отрезками и дугами соединены равные компоненты.

определяющими постоянными A
a

при учете (5) следующим образом

[g]
H
a

KN =

2

666666666666666666666666666664

[g]
a
a
+

[g]
b
a
+

[g]
c
a

[g]
a
a

[g]
a
a

0 0 0 0 0 0

[g]
a
a

[g]
a
a
+

[g]
b
a
+

[g]
c
a

[g]
a
a

0 0 0 0 0 0

[g]
a
a

[g]
a
a

[g]
a
a
+

[g]
b
a
+

[g]
c
a

0 0 0 0 0 0

0 0 0
[g]
c
a

0 0
[g]
b
a

0 0

0 0 0 0
[g]
c
a

0 0
[g]
b
a

0

0 0 0 0 0
[g]
c
a

0 0
[g]
b
a

0 0 0
[g]
b
a

0 0
[g]
c
a

0 0

0 0 0 0
[g]
b
a

0 0
[g]
c
a

0

0 0 0 0 0
[g]
b
a

0 0
[g]
c
a

3

777777777777777777777777777775

. (14)

Отметим, что матрица
[g]
H
a

KN симметрична относительно главной диагонали. Ре-
зультат построения фигуры Ная для определяющего демитропного псевдотензора
представлен на рис. 1.

Двумерная фигура Ная для демитропного микрополярного упругого тела может
быть получена путем объединения элементарных фигур для определяющих матриц
(см. рис. 1). На рис. 2 представлена фигура Ная для определяющих уравнений де-
митропного микрополярного упругого тела. Пересечение жирных линий на рисунках
не говорит о связи соответствующих компонент определяющих матриц.
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Рис. 2. Двумерная фигура Ная демитропного микрополярного упругого тела. � � нулевые
компоненты, • � компоненты отличные от нуля, ? = (H

a
12+H

a
44+H

a
47), жирными отрезками

и дугами соединены равные компоненты.

4. Заключение В работе рассматривается процедура построения двумерных
фигур Ная, адаптированная к представлению асимметричных определяющих тензо-
ров и псевдотензоров.

(1) Приведена псевдотензорная форма упругого потенциала и определяющих
уравнений в терминах асимметричных тензоров и псевдотензоров.

(2) Общая анизотропная форма микрополярного упругого потенциала напряже-
ний редуцирована к демитропной форме с помощью специальных координат-
ных представлений.

(3) Получена матричная форма определяющих уравнений демитропного микро-
полярного упругого тела.

(4) Построены двумерные фигуры Ная для асимметричных определяющих тензо-
ров и псевдотензоров демитропного упругого микрополярного тела.

(5) Получена диаграмма Ная, графически представляющая демитропное микро-
полярное упругое тело и связями между компонентами асимметричных опре-
деляющих тензоров и псевдотензоров.
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E. V. Murashkin

ON A METHOD OF CONSTRUCTING NYE FIGURES FOR ASYMMETRIC
THEORIES OF MICROPOLAR ELASTICITY

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. In this work, the process of constructing two-dimensional figures is modified for
asymmetric matrices and is used to represent the defining pseudotensors of demitropic micropolar
elastic continua. The specified matrix representations are used to simplify the tensor representation
of the material of anisotropic bodies. This method allows us to represent tensors and pseudotensors
of the fourth and second ranks in the form of peculiar two-dimensional figures. A matrix form is
obtained that defines the basis of a demitropic micropolar elastic body. The main presentation of
the article is carried out in a Cartesian rectangular coordinate system.
Keywords: pseudotensor, micropolar medium, elastic potential, defining pseudotensor, demitropic
micropolar continuum, Nye figure, matrix representation
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