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Аннотация. Статья посвящена исследованию поливариантности динамических уравнений
теории полуизотропной микрополярной термоупругости. Рассмотрены и проанализированы
различные варианты присвоения целых весов полевым переменным с последующим детер-
минированием алгебраических весов псевдовекторных уравнений динамики полуизотропного
термоупругого тела. Этих целей удается достичь, используя псевдоинвариантые элементы
объема и площади нечетных целых весов. Кроме того, показано, что нечетный вес может
быть приписан псевдовектору спинорных перемещений. В результате чего, тепловой поток,
тензор силовых напряжений, массовая плотность, теплоемкость, модуль сдвига также ока-
зываются псевдотензорными величинами нечетного веса, т.е. чувствительны к зеркальным
отражениям и инверсиям трехмерного пространства. Обсуждается постулат абсолютной ин-
вариантности абсолютной термодинамической температуры. Получены различные варианты
связанной системы дифференциальных уравнений динамики и уравнения теплопроводности
для полуизотропного микрополярного термоупругого тела. Обсуждаются вопросы взаимо-
влияния алгебраических весов определяющих псевдоскаляров с целью учета их реакции на
преобразования трехмерного пространства, меняющих его ориентацию на противоположную.
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1. Введение и предварительные сведения. Конструкционные метаматери-
алы и биокомпозиты обладают сложной микроструктурой [1–3]. Зачастую микро- и
наноструктурные состояния таких материалов оказываются чувствительными к пре-
образованиям трехмерного пространства, меняющим его ориентацию на противопо-
ложную (с левой на правую, и, наоборот, с правой на левую). Моделирование термо-
механического отклика указанных материалов следует выполнять средствами теорий
микрополярной термомеханики [4–8]. Фундаментальным определяющим параметром
характеризующим микроструктурные особенности материала в таких теориях явля-
ется характерная микродлина L2 [9,10,17], связанная с характерным размером микро-
структуры (гранулы, волокна, соты, диполи жидких кристаллов, полимерные моле-
кулы и т.д.). При этом в стандартных длинах: для макромеханики следует положить
L ⇠ 1м, для микромеханики � L ⇠ 10�6м, а для наномеханики � L ⇠ 10�9м. Важ-
но отметить, что характерная микродлина микрополярной теории L� важнейший из
модулей, которому может быть естественным образом приписан алгебраический вес,
т.е. ее можно трактовать как определяющий псевдоскаляр, реагирующий на изме-
нение ориентации координатного базиса. Основные сведения, касающиеся алгебры и
анализа псевдотензоров можно найти в некоторых книгах по тензорному исчисле-
нию [18–25].

Отметим исключительную важность порядка малости характерной микродлины.
Связанная система дифференциальных уравнений в частных производных микропо-
лярной термоупругости состоит из трех уравнений: двух псевдовекторных уравнений
динамики для силовых и моментных напряжений и уравнения теплопроводности. При
формулировке указанных дифференциальных уравнений в терминах трансляционных
и спинорных перемещений нетрудно заметить, что уравнение для моментов имеет по-
рядок малости L2, в то время как уравнение для силовых напряжений � L0. Отмечен-
ное следует учитывать при численных расчетах, т.к. в случае L2 ⇠ 10�18 м погреш-
ность вычислений может оказаться больше чем вклад соответствующих слагаемых.
Указанная особенность позволяет применить к исследованию системы дифференци-
альных уравнений микрополярной термоупругости теорию сингулярных возмущений.

Вывод связанной системы дифференциальных уравнений в частных производных
микрополярной термоупругости следует начинать с определения весов элементарного
объема и псевдовектора спинорных перемещений. Такой выбор существенным обра-
зом влияет на алгебраический вес приписываемый основным характеристикам микро-
, нано- термомеханических состояний микрополярного континуума. Детерминирова-
ние алгебраических весов элементов объема и площади, а также веса псевдовектора
спинорных перемещений требует особой аккуратности, т.к. это приводит к тому, что
определяющие постоянные оказываются псевдоскалярами, а характеристики микро- и
нано- структурных термомеханических состояний проявляют псевдотензорные свой-
ства. Ранее были исследованы отдельные случаи развития теорий микрополярной
термоупругости в терминах псевдотензоров. Так например, если при выводе основ-
ных уравнений теории микрополярной термоупругости использовать естественные

2В работах Нейбера [9, 10] характерная микродлина обозначалась l. Определяющая постоянная l
отличается от L, используемой в работах [11–14], и связана с ней прямой пропорциональной зависи-
мостью [15, 16] с точностью до безразмерного множителя. Последнее обстоятельство подтверждает,
что микро- и наномасштаб может быть введен в микрополярную модель неоднозначным способом.



114 Е. В. МУРАШКИН, Ю. Н. РАДАЕВ

элементы объема и площади,3 как было показано ранее в работе [28] тепловой поток,
тензор силовых напряжений, плотность массы и теплоемкость также оказываются
псевдотензорными величинами положительного нечетного веса. С другой стороны,
при выборе дублетного элемента объема и соответствующего элемента площади тен-
зор силовых напряжений оказывается псевдотензором отрицательного веса �1, тензор
моментных напряжений � псевдотензором отрицательного веса �2, тепловой поток �
псевдовектором алгебраического веса �1, массовая плотность � псевдоскаляром ал-
гебраического веса �1, что было продемонстрировано в работе [29]. Несмотря на то,
что тензорные элементы объема и площади даже в N -мерном пространстве наиболее
просто задаются в терминах псевдотензоров [18, 30–33], описание обычно проводится
с использованием формализма кососимметричных дифференциальных форм [34–37],
существенно искажающих очевидные свойства указанных объектов и их псевдотен-
зорную природу.

Как отмечалось выше, алгебраический вес приписываемый элементам объема и
площади влияет на веса объемных плотностей характеристик термодинамического
процесса: внутренней энергии, энтропии, массовой плотности, теплового потока, а
также � на веса связанных с ними определяющих псевдоскаляров. При этом, экстен-
сивные термодинамические параметры, проявляющие свойства физической аддитив-
ности, задаваемые в объеме, являются абсолютными скалярами, что является фунда-
ментальным термодинамическим принципом. С другой стороны, приписывание веса
псевдовектору спинорных перемещений, также приводит к изменению сопутствующих
алгебраических весов, приписываемых определяющим псевдоскалярам. При этом, за-
дание кинематики микрополярного тела, базируется на одной из трех знаменитых
теоремах Шаля [38]. Из трех теорем Шаля по-существу только вторая применяет-
ся в формулировках основных положений линейной микрополярной теории упруго-
сти [4,7,8]. Литературный поиск показывает скудность информации об использовании
при математическом моделировании микрополярного континуума винтовой (третьей)
теоремы Шаля–Моцци, в которой кинематика микрополярного тела представляется
как скользящий поворот. В конвенциональных микрополярных теориях упругости и
термоупругости [5–8] обычно оперируют с двумя независимыми полями трансляци-
онных и спинорных перемещений (микроповоротов), последнее из которых наиболее
просто задается псевдовектором нечетного алгебраического веса. Возможны различ-
ные способы задания псевдовектора спинорных перемещений. В частности, представ-

лению с помощью контравариантного псевдовектора
[+1]

� k положительного веса +1
посвящены работы [11–14], а моделям микрополярных тел, в которых использовался

ковариантный псевдовектор
[�1]

� k отрицательного веса �1, посвящены работы [39,40]).
Указанные псевдовекторы легко преобразуются к абсолютным векторам спинорных
перемещений �k (или �k).

2. Элементарные тензорные объемы и площади в трехмерном
пространстве. Настоящая статья существенным образом опирается на результа-
ты, терминологию и понятия современной геометрии и тензорного анализа [20,41]. В
дальнейшем изложении, где это не очевидно, сверху корневого символа псевдотензора

3Отметим, что использование естественных элементов объема характерно для вариационных
функционалов физических теорий поля [26, 27].
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в квадратных скобках будем отмечать его вес, а снизу в круглых скобках его ранг. Ну-
левой вес абсолютных тензоров и веса некоторых фундаментальных псевдотензоров
в обозначениях отражаться не будут.

Дальнейшие рассмотрения будем проводить в трехмерном Евклидовом простран-
стве. Введем в ковариантный базис ı

1
, ı
2
, ı
3
. Смешанное произведение векторов бази-

са [41] позволяет ввести понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра
e и и двух псевдоскалярных единиц согласно [40]:

e = ı
1
· (ı

2
⇥ ı

3
),

[+1]
1 = e,

[�1]
1 = e�1 , (1)

тем самым, разделив локальные базисные системы на право- и лево- ориентированные.
Отметим, что знак псевдоскалярной единицы в (1) определяет ориентации координат-

ных систем, т. е. для правоориентированных �
[+1]
1 > 0, для левоориентированных �

[+1]
1 < 0.
Кроме того, целые степени псевдоскалярных единиц ковариантно постоянны, т. е.

rk

[±g]
1 =

[±g]
0 ,

где rk � оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.
В дальнейшем изложении припишем функции w.g.t значение веса псевдотензора,

на который действует эта функция. Например,

w.g.t
�[g]
1
�
= g.

Псевдотензор
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s+r с помощью степе-

ней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютному тензору того же
ранга согласно

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr =

[�g]
1

[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (2)

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights balance
rule) [42–44]. Действительно, имеем

w.g.t
⇣
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

⌘
= w.g.t

⇣[�g]
1

[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

⌘
= �g + g = 0.

Далее в качестве многообразия выберем двумерную поверхность, заданную есте-
ственной (Гауссовой) параметризацией u1, u2. В этом случае контравариантный тен-
зорный элемент площади поверхности принимает вид [30, 31]

d⌧ ij = ✏↵1↵2@↵1x
i@↵2x

jdu1du2 = 2@1x
[i@2x

j]du1du2. (3)

Ковариантный тензорный элемент площади d⌧ij можно получить, опустив индексы у
d⌧ ij в (3).

Антисимметричным абсолютным тензорам d⌧ ij и d⌧ij сопутствуют ковариантный
и контравариантный псевдовекторы

[�1]

dAk =
1

2
✏kijd⌧

ij ,
[+1]

dAk =
1

2
✏kijd⌧ij , (4)
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где символы перестановок ✏kij и ✏kij удовлетворяют равенству
[�1]
✏ kij =

[+1]
✏ kij . (5)

Отметим, что равенство (5) нарушает принятые в псевдотензорной алгебре согла-
шения о балансе индексов и весов псевдотензоров. Кроме того, что для символов
перестановок требуются специальные правила жонглирования индексами:

✏kij = e�2gklgisgjm✏lsm. (6)

Абсолютные векторные элементы площади поверхности можно определить, домно-
жив псевдовекторные элементы площади на соответствующую степень псевдоскаляр-
ной единицы

dAk =
[+1]
1

[�1]

dAk, dAk =
[�1]
1

[+1]

dAk . (7)
Пседоскалярные элементы площади поверхности задаются следующими формула-

ми
[�1]

dA = (sgn e)

r

gsk
[�1]

dAs

[�1]

dAk ,
[+1]

dA = (sgn e)

r

gsk
[+1]

dAs

[+1]

dAk . (8)
Оба элемента площади в (8) чувствительны к изменению ориентации координатной

системы, что обусловлено знаком фундаментального ориентирующего псевдоскаляра.
И тот, и другой элемент площади (8) чувствительны к изменению ориентации коор-
динатной системы, что обусловлено знаком фундаментального ориентирующего.

Инвариантный элемент площади поверхности определяются согласно

dA =
p
dAkdAk > 0 . (9)

Использовав введенные выше определения для элементов площади (8) и (9), можно
показать, что

⇣[±1]

dA
⌘2

=
1

2

[±2]
1 d⌧ isd⌧is,

⇣
dA

⌘2
=

1

2
d⌧ isd⌧is.

3. Постулат абсолютной инвариантности абсолютной термодинамиче-
ской температуры. Как отмечалось ранее, выбор способа измерения элементар-
ных объемов и площадей, т.е. процедура приписывания алгебраического веса псев-
доинвариантным элементам объема и площади, существенным образом влияет на
алгебраический вес основных характеристик микро- и нано- структурных термо-
механических состояний микрополярного континуума, в особенности, проявляющих
свойства тремодинамической аддитивности. Основываясь на результатах предыдущих
разделов настоящей статьи, следует отметить, что существует три варианта развития
моделей микрополярной термоупругости, различающихся элементарными объемами:

d⌧,
[+1]

d⌧ ,
[�1]

d⌧ . Их можно определить следующей диаграммой весов элементарных объ-
емов, элементарных площадей, и характеристик микро- и нано- структурных термо-
механических состояний, реагирующих на эти веса:

(1) d⌧ dA hk � c G tik

(2)
[+1]

d⌧
[+1]

dA
[�1]

h k
[�1]

�
[�1]
c

[�1]

G
[�1]
t ik

(3)
[�1]

d⌧
[�1]

dA
[+1]

h k
[+1]

�
[+1]
c

[+1]

G
[+1]
t ik
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Представленная диаграмма построена с использованием правила баланса алгебраиче-
ских весов и отражает возможную чувствительность определяющих псевдоскаляров
(таких как, теплоемкость, коэффициент теплопроводности, модуль сдвига), к преоб-
разованиям, меняющим ориентацию координатного базиса. Последнее обстоятельство
играет исключительно важную роль в микрополярных теориях термоупругости, раз-
виваемых в терминах псевдоинвариантных элементов объема и площади.

Введем обозначение для алгебраического веса, ассоциированного с элементарными
объемом и площадью согласно правилу

g =

8
>>>><

>>>>:

+1, для
[�1]

d⌧ ,
[�1]

dA;

�1, для
[+1]

d⌧ ,
[+1]

dA;

0, для d⌧, dA.

(10)

Тогда для измерения псевдоинвариантных элементов площадей и объемов запишем:

[�g]

dA,
[�g]

dAk,
[�g]

d⌧ . (11)

Отдельного обсуждения требует алгебраический вес псевдотензора моментных на-
пряжений µi·

·k, т.к. на него также оказывает влияние вес псевдовектора спинорных
перемещений. По аналогии с (10) примем обозначение для алгебраического веса, ас-
социированного с псевдовектором спинорных перемещений

w =

8
>>><

>>>:

+1, для
[+1]

� i;

�1, для
[�1]

� i;

0, для �i или �i,

(12)

тогда согласно правилу баланса весов для псевдотензора моментных напряжений по-
лучим

w.g.t (µi·
·k) = g � w. (13)

Алгебраические веса ассоциированных (сопутствующих) псевдовекторов силовых
и моментных напряжений вычисляются в соответствии с правилом баланса весов со-
гласно равенствам

w.g.t (
[g�1]
⌧ i) = w.g.t (✏ijk

[g]
t [jk]) = g � 1 ,

w.g.t (
[g�w+1]

µ i) = w.g.t (✏iks
[g�w]
µ [ks]) = g � w+ 1 ,

откуда немедленно можно получить соотношения в весах

2
[g�1]
⌧ i = �✏ijk

[g]
t [jk], 2

[g�w+1]
µ i = ✏iks

[g�w]
µ [ks].

Рассмотрим процесс теплопередачи в телах, микро-, наноcтруктурные характури-
стики термомеханических состояний которых реагируют на изменение ориентации
трехмерного пространства. Количество тепла Q, поступающее через фиксированную
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замкнутую поверхность @ в единицу времени является абсолютным скаляром и в усло-
виях принятых обозначений (10) будет определяться интегральным соотношением

Q =

I

@

[g]

h knk

[�g]

dA =

I

@

[g]

h k
[�g]

dAk, (14)

где
[g]

h k � псевдовектор потока тепла, nk � единичный вектор внешней нормали к
поверхности @.4

Баланс весов в (14) базируется на фундаментальном утверждении

w.g.t (Q) = 0,

означающем невозможность приписать какой-бы то ни было целый алгебраический
вес количеству тепла Q. Отсюда немедленно следует, что

w.g.t
⇣[g]

h k
[�g]

dAk

⌘
= 0.

Откуда видно, что в вектор потока тепла в условиях использования псевдовекторных
элементов площади оказывается псевдовектором нечетного алгебраического веса.

С процессом теплопроводности связана важная термодинамическая переменная со-
стояния � абсолютная термодинамическая температура. Рассмотрим возможность
приписать ей целый алгебраический вес, т.е. рассматривать ее как псевдоинвариант5.
В качестве термодинамического потенциала сначала выберем внутреннюю энергию u
как функцию термодинамических переменных состояния:

u = u(✏(kl),
[w]
(kl),

[w]
' i,i, s).

Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния. В качестве
аргументов потенциала состояния выбраны: энтропия, симметричные части асиммет-
ричного тензора деформаций и тензора изгиба–кручения

✏(kl) = r(kul) =
1

2
(rkul +rluk),

[w]
(kl) = r(k

[w]

�l) =
1

2
(rk

[w]

�l +rl

[w]

�k) , (15)

а также сопутствующие им псевдовекторы:
[w]
' i = �1

2
✏ikl✏[kl], i =

1

2
✏ikl

[w]
 [kl]. (16)

Абсолютная термодинамическая температура ✓ в термомеханике сплошных сред
определяется как функция параметров термодинамического состояния и вычисляется
как частная производная потенциальна состояния (внутренней энергии u) по энтропии
s согласно формуле:

✓ =
@u(✏(kl),

[w]
(kl),

[w]
' i ,i, s)

@s
. (17)

4Аюсолютность вектора внешней нормали к поверхности, а также способы приписывания ему
алгебрачисекого веса в условиях когда поверхность задается псевдоскалярной функций [32, 45]

5В классической термомеханике континуума абсолютная термодинамическая температура ✓ �
всегда абсолютный инвариант, не зависящий ни от поворотов, ни от зеркальный отражений
пространства.
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Для удобства введем в рассмотрение плотности в расчете на единицу псевдоинва-

риантного объема
[�g]

d⌧ :
[g]

S =
[g]
⇢ s,

[g]

U =
[g]
⇢u. (18)

В этом случае, производную в (17) можно преобразовать в соответствии с (18) к
виду

✓ =
@
[g]

U (✏(kl),
[w]
(kl),

[w]
' i ,i,

[g]

S )

@
[g]

S

. (19)

Кроме того, следует принимать во внимание фундаментальное термодинамическое
неравенство

inf ✓ > 0 , (20)

постулирующее как положительность абсолютной температуры6, так и невозмож-
ность достичь абсолютного нуля ни при каком допустимом термодинамическом про-
цессе.

Из определения (17) и правила баланса весов нетрудно заметить, что независи-
мо от выбора веса элементарного объема, веса плотности внутренней энергии и веса
плотности энтропии следует7

w.g.t (✓) = w.g.t

0

B@

[g]

U
[g]

S

1

CA = w.g.t

0

B@
[g]
1U
[g]
1S

1

CA = w.g.t

✓
U

S

◆
= 0.

Последовательность равенств (3) немедленно приводит заинтересованного читателя к
фундаментальному утверждению, что абсолютная температура является абсолютным
инвариантом, сохраняющим неизменным свое значение при поворотах и отражениях
пространства. Последнее обстоятельство подтверждает принципиальную нереализуе-
мость приписывания какого-бы то ни было алгебраического веса абсолютной термоди-
намической температуре. Последнее обстоятельство обусловлено различной природой
внутренней энергии (аддитивность) и температуры (неаддитивность).

4. Различные “сценарии” уравнений микрополярной термоупругости
Уравнения динамики микрополярного континуума наиболее корректно можно полу-
чить из вариационного принципа виртуальных перемещений. Формулировка этого
принципа существенным образом зависит от выбора способа измерения элементарных
объемов и площадей подробно изложенных в предыдущем разделе. Дифференциаль-
ные псевдовекторные уравнения динамики, общие для всех микрополярных теорий,

6Положительность абсолютной температуры может быть доказана, исходя из канонического рас-
пределения Гиббса для ансамбля элементарных термодинамических систем. Отметим, что неравен-
ство (20) запрещает любые изменения термодинамической температуры при зеркальных отражениях
трехмерного пространства, что собственно следует из w.g.t (✓) = 0, и, кроме всего прочего, говорит
о невозможности приписать температуре как бы то ни было нечетный алгебраический вес.

7В данном контексте подразумевается, что плотности берутся в расчете на единицу объема.
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с учетом принятых обозначений (10) и (12) записываются в виде:

rk

[g]
t ki = �

[g]
⇢ (f i � @··u

i),

rk

[g�w]

µ k·
·i � 2

[g�1]

⌧ i = �
[g]

⇢ (
[�w]

l i �
[�2w]

I @··
[w]

�i),

(21)

Важно отметить, что второе псевдовекторное дифференциальное уравнение в систе-
ме (21), записанное в произвольной системе координат, не всегда удовлетворяет пра-
вилу баланса весов. Однако, правило баланса весов не нарушается в случае когда
вес псевдотензора спинорных перемещений равен +1 или для координатных систем с
ограничением p

g = 1.8
Определяющие уравнения полуизотропной микрополярной среды записываются в

принятых обозначениях можно принять в виде [17]:
[g]
t (is) = 2

[g]

G
�
⌫(1� 2⌫)�1gisglm + gilgsm

�
✏(lm) +

[g]

G
[�w]

L (c4gisglm
[w]
 (lm) + c5

[w]
 (is))�

�2
[g]

G↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
✓,

[g�w]
µ (is) = 2

[g]

G
[�w]

L
[�w]

L (c3gisglm + gilgsm)
[w]
 (lm) +

[g]

G
[�w]

L (c4gisglm✏(lm) + c5✏(is))�

�2
[g]

G
[�w]

L
[�w]

L
[w]

�
⇤
✓,

[g�1]

⌧ i = 2
[g]

G
[�2w�1]

c 1 gis
[w]

' s +
1

2

[g]

G
[�w]

L
[�1]

c 6i,

[g�w+1]

µ i = 2
[g]

G
[�w]

L
[�w]

L
[w+1]

c2 giss +
1

2

[g]

G
[�w]

L
[+1]
c 6

[w]

' i,

(22)

где
[g]

G � модуль сдвига; ⌫ � коэффициент Пуассона;
[�w]

L � характерная микродлина;
c1, c2, c3, c4, c5, c6 � не имеющие физической размерности псевдоскаляры; ↵

⇤
� ко-

эффициент линейного теплового расширения;
[w]

�
⇤

� коэффициент теплового изгиба–

кручения (см. [11, 17]).
Возвращаясь к записи в терминах асимметричных псевдотензоров силовых и мо-

ментных напряжений получим
[g]
tis =

[g]

G
h
(1 + c1)rius + (1� c1)rsui + 2⌫(1� 2⌫)�1gisrku

k�

�2c1eisl
[w]

� l +
[�w]

L c4gisrl

[w]

� l +
[�w]

L c5r(i

[w]

�s)�
1

2

[�w]

L c6r[i

[w]

�s] � 2↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
✓
i
,

[g�w]
µ is =

[g]

G
[�w]

L
[�w]

L
h
(1 + c2)ri

[w]

�s + (1� c2)rs

[w]

�i + 2c3gisrl

[w]

� l+

+
[�w]

L
⇣
c4gisrlu

l + c5r(ius) �
1

2
c6r[ius] +

1

2
c6✏isl

[w]

� l

⌘
� 2

[w]

�
⇤
✓
i
.

(23)

8Ограничение p
g = 1 часто используется не только в теории относительности [46], но и в ма-

тематической теории пластичнсоти [47]. На страницах 135–142 монографии [46] условие p
g = 1

используется при выводе уравнений теории гравитации в четырехмерном пространстве–времени, что
существенно упрощает уравнения теории относительности.
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Подставив полученные определяющие уравнения (23) в уравнения динамики (21),
дополнив их уравнением теплопроводности [28,29] для полуизотропного микрополяр-
ного тела получим замкнутую систему дифференциальных уравнений:

[g]

G[(1 + c1)rsrsu
i + (1� c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k + 2
[�w�1]

c 1✏
iklrk

[w]

� l+

+
[�w]

L c04rirk

[w]

� k +
[�w]

L c05rkrk

[w]

� i]� 2
[g]

G↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
ri✓ = �

[g]

⇢ (f i � @··u
i),

[g]

G
[�w]

L
[�w]

L [(1 + c2)rsrs

[w]

�i + (1� c2 + 2c3)rirk

[w]

� k+

+
[�w]

L �1c04rirkuk +
[�w]

L �1c05rkrkui +
[�w]

L �1c06✏islrs
[w]

� l]�

� 2e
[g]

G
[�2w]
c 1(2

[w]

�i � e2✏iklg
ksrsu

l)� 2
[g]

G
[�w]

L
[�w]

L
[w]

�
⇤
ri✓ = �

[g]

⇢ (
[�w]

l i �
[�2w]

I @··
[w]

�i),

[g]

�rsrs✓ � c
[g]
⇢@·✓ � 2

[g]

G↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
✓0rs@·u

s � 2
[g]

G
[�w]

L
[�w]

L
[w]

�
⇤
✓0rs@·

[w]

� s = 0,

(24)

где f i � вектор массовых сил,
[�w]

l i � псевдовектор массовых моментов,
[g]

� � ко-
эффициент теплопроводности, c � теплоемкость на единицу массы. В этом случае
характерная микродлина L будет псевдоскаляром алгебраического веса �w, а модуль
сдвига G � псевдоскаляр алгебраического веса g.

Рассмотрим некоторые наиболее интересные случаи детерминирования алгебраи-
ческих весов элементарных объемов, площадей и псевдовектора спинорных переме-
щений. В начале выпишем систему (24) в терминах абсолютных тензоров, т.е. g = 0,
w = 0. В этом случае получим

G[(1 + c1)rsrsu
i + (1� c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k + 2c1✏
iklrk�l

+ Lc04rirk�k + Lc05rkrk�
i]� 2G↵

⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
ri✓ = �⇢(f i � @··u

i),

GL2[(1 + c2)rsrs�i + (1� c2 + 2c3)rirk�k

+ L�1c04rirku
k + L�1c05rkrkui � L�1c06✏

s·l
·i·rs�l]

� 2Gc1(2�i + ✏k·l·i· rkul)� 2GL2�
⇤
ri✓ = �⇢(li � I@··�i),

rsrs✓ � c⇢

�
@·✓ � 2G↵

⇤

1 + ⌫

1� 2⌫

✓0
�
rs@·u

s � 2GLL�
⇤

✓0
�
rs@·�s +

⇢q

�
= 0.
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Система (24) в терминах естественного элемента объема (g = +1) и псевдовектора
спинорных перемещений положительного веса (w = +1) примет вид:

[+1]

G [(1 + c1)rsrsu
i + (1� c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k + 2
[�2]
c 1✏

iklrk

[+1]

� l+

+
[�1]

L c04rirk

[+1]

� k +
[�1]

L c05rkrk

[+1]

� i]� 2
[+1]

G ↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
ri✓ = �

[+1]

⇢ (f i � @··u
i),

[+1]

G
[�1]

L
[�1]

L [(1 + c2)rsrs

[+1]

� i + (1� c2 + 2c3)rirk

[+1]

� k+

+
[�1]

L �1c04rirkuk +
[�1]

L �1c05rkrkui +
[�1]

L �1c06✏islrs
[+1]

� l]�

� 2e
[+1]

G
[�2]
c 1(2

[+1]

�i � e2✏iklg
ksrsu

l)� 2
[+1]

G
[�1]

L
[�1]

L
[+1]

�
⇤
ri✓ = �

[+1]

⇢ (
[�1]

l i �
[�2]

I @··
[+1]

�i),

[+1]

� rsrs✓ � c
[+1]
⇢ @·✓ � 2

[+1]

G ↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
✓0rs@·u

s � 2
[+1]

G
[�1]

L
[�1]

L
[+1]

�
⇤
✓0rs@·

[+1]

� s +
[+1]
⇢ q = 0.

(25)

При использовании дублетного элемента объема (g = �1) и псевдовектора спинор-
ных перемещений отрицательного веса (w = �1) система дифференциальных уравне-
ний (24) преобразуется к виду:

[�1]

G [(1 + c1)rsrsu
i + (1� c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k + 2c1✏
iklrk

[�1]

� l+

+
[+1]

L c04rirk

[�1]

� k +
[+1]

L c05rkrk

[�1]

� i]� 2
[�1]

G ↵
⇤

1 + ⌫

1� 2⌫
ri✓ = �

[�1]

⇢ (f i � @··u
i),

[�1]

G
[+1]

L
[+1]

L [(1 + c2)rsrs

[�1]

� i + (1� c2 + 2c3)rirk

[�1]

� k+

+
[+1]
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(26)

5. Детерминирование весов определяющих скаляров в полуизотропном
теле. Полученные в предыдущем разделе настоящей статьи системы дифференци-
альных уравнений демонстрируют важное свойство термомеханических характери-
стик полуизотропных микрополярных термоупругих тел � определяющие постоян-
ные, имеющие физическую размерность, оказываются псевдоскалярами нечетного ал-
гебраического веса, т.е. проявляют чувствительность к преобразованиям трехмерного
пространства, меняющим его ориентацию на противоположную. К таким псевдоска-

лярам относятся: модуль сдвига
[g]

G, зависящий от алгебраического веса псевдоинвари-

антного элемента площади, и характерная микродлина
[�w]

L , вес которой определяется
весом псевдовектора спинорных перемещений, а также коэффициент теплопроводно-

сти
[g]

� и массовая плотность
[g]
⇢ .
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Следует отметить, что указанные выше псевдоскаляры ковариантно постоянны,

т.е., например, для модуля сдвига
[g]

G и характерной микродлины
[�w]

L будут выполнены
следующие дифференциальные условия

rk

[g]

G =
[g]

0 , rk

[�w]

L =
[�g]

0 . (27)

Условия (27) можно преобразовать к виду дифференциальных уравнений

@k
[g]

G � g
[g]

G
@ke
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или 8
><

>:

@k(ln |
[g]

G|� g ln |e|) =
[g]

0 ,

@k(ln |
[�w]

L |+w ln |e|) =
�w
0 .

(29)

Интегрируя полученные уравнения (29), заключаем, что

[g]

G = egG =
[g]
1G,

[�w]

L = e�wL =
[�w]
1 L, (30)

где G и L � абсолютные инварианты, более того, абсолютные постоянные.

6. Заключение и выводы. В работе получены поливариантные уравнения тео-
рии полуизотропной микрополярной термоупругости. В рамках предложенного под-
хода вектор потока тепла имеет нечетный алгебраический вес, а псевдоинварианты,
связанные с распространением тепла, оказываются чувствительны к зеркальным от-
ражениям и инверсиям трехмерного пространства.

(1) Получены три основных варианта уравнений динамики и уравнения теплопро-
водности полуизотропного микрополярного термоупругого тела.

(2) Рассмотрены элементарные тензорные площади и объемы. Исследовано вли-
яние весов тензорных элементов площади и объема на веса объемных плот-
ностей характеристик термодинамического процесса: внутренней энергии, эн-
тропии, массовой плотности, теплового потока, а также � на веса связанных
с ними определяющих псевдоскаляров.

(3) Сформулирован фундаментальный принцип абсолютной инвариантности абсо-
лютной термодинамической температуры, обусловленный правилом частного
для алгебраических весов плотности внутренней энергии и плотности энтро-
пии.

(4) Получены и проанализированы различные варианты связанной системы диф-
ференциальных уравнений динамики и уравнения теплопроводности для по-
луизтропного микрополярного термоупругого тела.

(5) Установлена принципиальная нереализуемость приписывания какого-бы то ни
было алгебраического веса абсолютной термодинамической температуре, обу-
словленная различной природой внутренней энергии (аддитивность) и темпе-
ратуры (неаддитивность).
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(6) Исследована проблема детерминирования алгебраических весов определяю-
щих псевдоскаляров с целью учета их реакции на преобразования трехмерно-
го пространства, меняющих его ориентацию на противоположную. Указаны
варианты, когда такая чувствительность проявляется.
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ON THE POLYVARIANCE OF THE BASE EQUATIONS OF COUPLED
MICROPOLAR THERMOELASTICITY

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper is devoted to the study of dynamic equations polyvariance of the theory
of semiisotropic micropolar thermoelasticity. Several variants for assigning integer weights to
field variables with subsequent determination of algebraic weights of pseudo-vector equations for
the dynamics of a semiisotropic thermoelastic solid are considered and analyzed. For this aim
elementary volumes and areas assumed as pseudoinvariants of odd integer weights. In addition,
it is shown that odd weights can be assigned to the pseudovector of spinor displacements. As
a result, heat flux, force stress tensor, mass density, heat capacity, and shear modulus also can
be treated as pseudotensor quantities of odd weights, i.e. manifest itself sensitivity to mirror
reflections and inversions of three-dimensional spaces. The fundamental principle of absolute
invariance of absolute thermodynamic temperature is discussed. Some variants of the coupled
system of differential equations of dynamics and heat conduction equations for a semiisotropic
micropolar thermoelastic solid are obtained. The problems of mutual influence of algebraic
weights of constitutive pseudoscalars are discussed in order to taking account of their response
to transformations of three-dimensional space that change its orientation to the opposite.
Keywords: polyvariance, nanoscale, microscale, nanostructural state, characteristic microlength,
shear modulus of elasticity, thermal conductivity, micropolarity, tensor volume element, heat flux
pseudovector, pseudotensor, specular reflection, semiisotropic solid, gyrotropic solid
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