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Аннотация. Построено точное решение задачи о прогибах прямоугольной мембраны, закреп-
ленной по всей длине одной из ее сторон и на противоположной стороне только в угловых
точках. Приводится анализ распределения напряжений в мембране, из которого следует, что
изменение формы мембраны с квадратной на прямоугольную приводит к изменению количе-
ства точек с σ̃max и увеличению значения σ̃max.
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Введение. Среди тонкостенных конструкций, сочетающих легкость с высокой
прочностью, особо выделяются мембранные конструкции, которые находят широкое
применение во всех отраслях производства и жизнедеятельности, например, [1, 2].
Мембрану можно закрепить различными способами. Чаще всего мембрану жестко за-
крепляют по всему контуру [3 - 6]. В работе [7] использовано жесткое перемещение
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контура круглой мембраны. В [8, 9] прямоугольная мембрана закреплена только на
длинных сторонах. В данной работе будет проведено исследование напряженного со-
стояния прямоугольной мембраны, закрепленной по всей длине одной из сторон и на
противоположной ей стороне закрепление будет только в угловых точках. Подобный
вид крепления мембраны можно встретить в работе [10].

1. Постановка задачи и ее решение в общем виде. Покажем в общем виде
решение уравнения прогибов мембраны, которые описываются уравнением Пуассона

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+ F (x, y) = 0 , (x, y) ∈ Ω� , 0 ≤ x ≤ a , 0 ≤ y ≤ b, (1)

где F (x, y) нагрузка на мембрану.
Граничные условия запишем в виде

w|x=0 = f1 (y) , w|y=0 = f2 (x) , w|x=a = f3 (y) , w|y=b = f4 (x) . (2)

Решение краевой задачи (1), (2) должно удовлетворять условиям согласований

f1(0) = f2(0), f2(a) = f3(0), f3(b) = f4(a), f1(b) = f4(0), (3)

wxx(0, 0) + wyy(0, 0) + F (0, 0) = 0, wxx(a, 0) + wyy(a, 0) + F (a, 0) = 0,

wxx(0, b) + wyy(0, b) + F (0, b) = 0, wxx(a, b) + wyy(a, b) + F (a, b) = 0.

Равенства (3) следуют из независимости величины прогибов w (x, y) от направления
подхода к этим углам.

Функцию w (x, y) представим конечным выражением в виде суммы граничной
функции второго порядка и ряда Фурье по синусам, в котором учтены два коэф-
фициента Фурье [11]

w (x, y) =

4∑
i=1

Ai (y)Pi (x) +A5 (y) sinπ
x

a
+A6 (y) sin 2π

x

a
, 0 ≤ x ≤ a, (4)

Ai (y) =
4∑
j=1

Ai ,jPj (y) +Ai ,5 sinπ
y

b
+Ai, 6 sin 2π

y

b
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P1 (y) = 1− y

b
, P2 (y) =

y

b
, P3 (y) =

y2

2
− y3

6b
− by

3
, P4 (y) =

y3

6b
− by

6
,

P1 (x) = 1− x

a
, P2 (x) =

x

a
, P3 (x) =

x2

2
− x3

6a
− ax

3
, P4 (x) =

x3

6a
− ax

6
.

Таким образом, искомая функция w (x, y) представлена в виде конечной двойной
суммы, содержащей 36 неизвестных коэффициентов

Ai ,j , i = 1÷ 6, j = 1÷ 6. (5)

Зададим функции f1 (y) , f2 (x) , f3 (y) , f4 (x), входящие в граничные условия (2),
следующим образом

f1 (y) =
4∑
j=1

f1, jPj (y) + f1 ,5 sinπ yb + f1, 6 sin 2π yb ,

f2 (x) =
4∑
j=1

f2, jPj (x) + f2,5 sinπ xa + f2,6 sin 2π xa ,

(6)
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f3 (y) =
4∑
j=1

f3 ,jPj (y) + f3 ,5 sinπ yb + f3 ,6 sin 2π yb ,

f4 (x) =
4∑
j=1

f4,jPj (x) + f4,5 sinπ xa + f4,6 sin 2π xa ,

где постоянные fi,j , i = 1÷ 4, j = 1÷ 6 считаем известными величинами.
Нагрузку на мембрану F (x, y) запишем конечной суммой по аналогии с зависимо-

стью (4):

F (x, y) =
4∑
i=1

Fi (y)Pi (x) + F5 (y) sinπ
x

a
+ F6 (y) sin 2π

x

a
, 0 ≤ x ≤ a, (7)

Fi (y) =

4∑
j=1

Fi ,jPj (y) + Fi ,5 sinπ
y

b
+ Fi, 6 sin 2π

y

b
, i = 1÷ 6, 0 ≤ y ≤ b

Все коэффициенты Fi j , i = 1÷6, j = 1÷6 в выражении (7) для нагрузки считаем
известными, так как F (x, y) – заданная функция.

В работе [11] приведено решение уравнения (1) с заданной нагрузкой на мембрану
в виде (7), которое точно удовлетворяет граничным условиям (2) и условиям согла-
сований (3).

Таким образом, значения коэффициентов Ai, j будут определяться равенствами [11]:

A1,j = f1,j , A2,j = f3,j , j = 1÷ 6, (8)

A3,1 = f2,3, A3,2 = f4,3, A3,3 = −F1,3, A3,4 = −F1,4, A3,5 =
π2

b2
f1,5 − F1,5,

A3,6 =
4π2

b2
f1,6 − F1,6,

A4,1 = f2,4, A4,2 = f4,4, A4,3 = −F4,1, A4,4 = −F2,4, A4,5 =
π2

b2
f3,5 − F2,5,

A4,6 =
4π2

b2
f3,6 − F2,6,

A5,1 = f2,5, A5,2 = f4,5, A5,3 = π2

a2
f2,5 − F5,1, A5,4 = π2

a2
f4,5 − F5,2,

A5,5 = F5,5

/(
π2

a2
+ π2

b2

)
, A5,6 = F5,6

/(
π2

a2
+ 4π2

b2

)
,

A6,1 = f2,6, A6,2 = f4,6, A6,3 = 4π2

a2
f2,6 − F6,1, A6,4 = 4π2

a2
f4,6 − F6,2,

A6,5 = F6,5

/(
4π2

a2
+ π2

b2

)
, A6,6 = F6,6

/(
4π2

a2
+ 4π2

b2

)
.

Подставив коэффициенты из (8) в выражение (4), будем иметь точное решение
задачи.

При задании граничных условий (2) и нагрузки на мембрану (7) должны выпол-
няться следующие условия:

f1,1 = f2,1, f2,2 = f3,1, f3,2 = f4,2, f1,2 = f4,1, (9)

F3,3 = F3,4 = F4,3 = F4,4 = 0. (10)

f1,3 = −f2,3 − F1,1, f1,4 = −f4,3 − F1,2, f3,3 = −f2,4 − F2,1 , f3,4 = −f4,4 − F2,2. (11)

F1,3 = F3,1, F1,4 = F3,2, F4,1 = F2,3, F2,4 = F4,2. (12)
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f1,5 = b2

π2

(
b2

π2F3,5 + F1,5

)
, f1,6 = b2

4π2

(
b2

4π2F3,6 + F1,6

)
,

f2,5 = a2

π2

(
a2

π2F5,3 + F5,1

)
, f2,6 = a2

4π2

(
a2

4π2F6,3 + F6,1

)
,

(13)

f3,5 = b2

π2

(
b2

π2F4,5 + F2,5

)
, f3,6 = b2

4π2

(
b2

4π2F4,6 + F2,6

)
,

f4,5= a2

π2

(
a2

π2F5,4 + F5,2

)
, f4,6= a2

4π2

(
a2

4π2F6,4 + F6,2

)
.

Следовательно, решение (8) имеет место, когда выполнены условия (9) – (13).

2. Построение точного решения задачи о прогибах прямоугольной мем-
браны, закрепленной по всей длине одной из сторон и на противоположной
ей стороне в угловых точках. Пусть на мембрану действует постоянная нагрузка.
Подобную нагрузку можно получить из выражений (7) и условия (11) при выполнении
равенств

F1 (y) = F2 (y) , F3 (y) = F4 (y) = F5 (y) = F6 (y) = 0. (14)
Условие F1 (y) = F2 (y) в равенствах (14) означает равенство коэффициентов

F1 ,1 = F1 ,2 = F2 ,1 = F2 ,2 = Q (15)

с одновременным равенством нулю остальных коэффициентов:

F1 ,3 = F1 ,4 = F1 ,5 = F1, 6 = F2 ,3 = F2 ,4 = F2 ,5 = F2, 6 = 0. (16)

Таким образом, при выполнении равенств (14) – (16) имеем постоянную нагрузку
на мембрану

F (x, y) = Q. (17)
Запишем граничные условия, которые будут выполняться для нагрузки (17). Для

этого, с учетом равенств (15) перепишем равенства (11) в виде

f1,3 + f2,3 +Q = 0, f1,4 + f4,3 +Q = 0, f2,4 + f3,3 +Q = 0, f4,4 + f3,4 +Q = 0. (18)

Пусть в формулах (6) только коэффициенты, входящие в равенства (18), могут
быть отличны от нуля. Для этого случая возможны несколько вариантов граничных
условий, соответствующих разным комбинациям значений коэффициентов в равен-
ствах (18). Пусть

f1,3 = f1,4 = f2,4 = f4,4 = 0, f2,3 = f4,3 = f3,3 = f3,4 = −Q. (19)

Тогда, если учесть значения коэффициентов из равенств (19), то граничные условия
(2) примут вид

w|x=0 = 0, w|x=a = −Q
2

(
y2 − by

)
, w|y=0 = w|y=b = −Q

(
x2

2
− x3

6a
− ax

3

)
. (20)

Подставляя в выражения (8) коэффициенты из равенств (16) и (19), получим:

A2 ,3 = A2 ,4 = A3 ,1 = A3 ,2 = −Q.

После упрощений точное решение уравнения (1), соответствующее условиям (20),
с постоянной нагрузкой (17) принимает вид

w (x, y) = −Q
2

(
y2 − by

) x
a
−Q

(
x2

2
− x3

6a
− ax

3

)
. (21)
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Равенство (21) позволяет вычислить прогиб прямоугольной мембраны в любой точ-
ке. Например, при подстановке в (21) x = a/2 и y = b/2 имеем формулу для прогиба
в центре мембраны под действием постоянной нагрузки

w

(
a

2
;
b

2

)
=
Q

16

(
a2 + b2

)
. (22)

Из формулы (22) следует, что при a = b прогиб в центре квадратной мембраны
пропорционален второй степени ее линейного размера.

Выберем в качестве материала мембраны конструкционную углеродистую сталь
обыкновенного качества марки ВСт3пс [2] со следующими характеристиками [12, 13]

Ry = 2.35 · 108 Па, ν = 0, 25, E = 2, 13 · 1011 Па,
где Ry - расчетное сопротивление материала мембраны.

Значения параметров a, b, Q подбирались так, чтобы напряжения не превосходи-
ли расчетное сопротивление материала мембраны при двухосном напряженном состо-
янии [1, 4] √

σ2
x − σxσy + σ2

y = σ̃ ≤ Ry (23)
где

σx =
E

1− ν2
(εx + νεy) , σy =

E

1− ν2
(εy + νεx) , εx =

1

2

(
∂w

∂x

)2

, εy =
1

2

(
∂w

∂y

)2

. (24)

Вид прогиба мембраны под действием нагрузки (17) для данных

Q = 1 · 10−2, a = 0.5 м., b = 0.5 м. (25)
показан на рис. 1. Компоненты напряжений, вычисленные по формулам (24), показа-
ны на рис. 2, а распределение σ̃, рассчитанное по формуле (23), изображено на
рис. 3

Рис. 1. Прогиб квадратной мембраны
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а) б)

Рис. 2. Компоненты напряжений в квадратной мембране: а) σx; б) σy

Рис. 3. Распределение σ̃ в квадратной мембране

Как видно из рис. 1- рис. 3 прогиб мембраны, компоненты напряжений и распреде-
ление σ̃ симметричны относительно плоскости y = b/2. В отличие от максимального
прогиба мембраны, закрепленной по всему периметру [3 – 6], максимальный прогиб
квадратной мембраны, закрепленной по всей длине одной стороны и в углах противо-
положной стороны, находится не в центе области мембраны, а смещен относительно
центра в точку (0.71a; b/2). Также при задании граничных условий (20) меняется
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расположение точек с максимальным напряжением σ̃max по отношению к граничным
условиям [3 – 6]. В нашем случае распределение σ̃ (см. рис. 3) имеет две точки с мак-
симальным напряжением σ̃max, которые расположены на границе x = a в точках
(a; b) и (a; 0).

Изменение формы мембраны с квадратной на прямоугольную приводит к измене-
нию вида прогиба мембраны и вида распределения σ̃. Так, значения максимального
прогиба wmax прямоугольной мембраны будут смещаться вдоль плоскости симметрии
y = b/2 вправо или влево в зависимости от того какая из двух смежных сторон прямо-
угольника увеличивается. Если возрастает длина закрепленной стороны, то значение
wmax смещается влево относительно точки (0.71a; b/2), и при соотношении сторон
a/b ≤ 5/6 значение wmax будет расположено в точке (a; b/2). Если возрастает длина
стороны смежной к закрепленной, то значение wmax смещается вправо относительно
точки (0.71a; b/2), и при соотношении сторон a/b ≥ 4 значение wmax будет распо-
ложено на плоскости y = b/2 в окрестности точки (0.44a; b/2). Примеры прогибов
прямоугольной мембраны при размерах a = 1/2, b = 2 и a = 2, b = 1/2 представлены
на рис. 4.

а) б)

Рис. 4. Прогиб прямоугольной мембраны: а) a = 1/2 и b = 2; б) a = 2 и b = 1/2

Опишем изменения распределения σ̃, вызванные увеличением длины одной из сто-
рон мембраны. Так, при увеличении длины полностью закрепленной стороны возрас-
тают напряжения в плоскости симметрии y = b/2. При отношении сторон мембраны
a/b = 36/125 величина напряжений в точке (0; b/2) становится равной величине на-
пряжений в точках (a; b) и (a; 0). Таким образом, при данном соотношении сторон
имеем три точки с σ̃max. При дальнейшем увеличении длины полностью закрепленной
стороны величина напряжений в точке (0; b/2) становится больше, чем напряжения в
угловых точках (a; b) и (a; 0), т.е. распределение σ̃ будет иметь только одно значение
с σ̃max. Подобное распределение σ̃ показано на рис. 5а. Уменьшение длины полностью
закрепленной стороны приводит к снижению напряжений в углах противоположной
стороны и при отношении a/b > 1.19 напряжения в угловых точках (a; b), (a; 0) будут
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меньше чем напряжения в середине закрепленной стороны (точка (0; b/2)). Характер-
ное распределение σ̃ в прямоугольной мембране для случая a/b > 1.19 изображено на
рис. 5б.

а) б)

Рис. 5. Распределение σ̃ в прямоугольной мембране: а) a = 1/2 и b = 2; б) a = 2 и b = 1/2

Таким образом, изменение формы мембраны с квадратной на прямоугольную при-
водит к изменению количества точек с σ̃max. Количество точек с σ̃max и их координаты
в зависимости от отношения сторон a/b приведены в табл. 1 и табл. 2

Размеры
мембраны,

м
a = 1/2

b = 1/2 b = 1 b = 3/2 b = 1.576 b = 2 b = 5/2 b = 3
Отношение

a/b
1 1/2 1/3 36/125 1/4 1/5 1/6

Количество
точек с
σ̃max

2 2 2 3 1 1 1

Координаты
точек с
σ̃max

(a; b),
(a; 0)

(a; b),
(a; 0)

(a; b),
(a; 0)

(a; b),
(a; 0),
(0; b/2)

(0;
b/2) (0; b/2) (0;

b/2)

Таблица 1. Количество точек с σ̃max и их координаты при закреплении длинной стороны
мембраны

Из табл. 1 видно, что при отношении сторон a/b > 36/125 у прямоугольной мем-
браны будут две точки с σ̃max с теми же координатами, что и у квадратной мембраны.
При a/b = 36/125 величина напряжений в точке (0; b/2) становится равной величине
напряжений в точках (a; b) и (a; 0). Таким образом, при данном соотношении сторон
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имеем три точки с σ̃max. При a/b < 36/125 величина напряжений в точке (0; b/2) ста-
новится больше, чем напряжения в угловых точках (a; b) и (a; 0), т.е. распределение
σ̃ будет иметь только одно значение с σ̃max. При закреплении мембраны по корот-
кой стороне (см. табл. 2) максимальные напряжения σ̃max находятся в точках с теми
же координатами, что и при закреплении мембраны по длинной стороне. Отметим
только, что напряженное состояние с тремя точками σ̃max при закреплении мембраны
по короткой стороне наступает гораздо быстрее, чем при закреплении мембраны по
длинной стороне.

Размеры
мембраны,

м
b = 1/2

a = 1/2 a = 0.595 a = 1 a = 3/2 a = 2 a = 5/2 a = 3
Отношение

a/b
1 1.19 2 3 4 5 6

Количество
точек с
σ̃max

2 3 1 1 1 1 1

Координаты
точек с
σ̃max

(a; b),
(a; 0)

(a; b),
(a; 0),
(0; b/2)

(0; b/2) (0; b/2) (0; b/2) (0; b/2) (0; b/2)

Таблица 2. Количество точек с σ̃max и их координаты при закреплении короткой стороны
мембраны

Результаты исследований, приведенные в табл. 1 и табл. 2, соответствуют мембра-
нам различной площади, и какое соотношение сторон a/b является оптимальным с
точки зрения наименьшего значения σ̃max определить нельзя. Поэтому для выясне-
ния наилучшего соотношения сторон a/b в расчетах будем выбирать размеры сторон
мембраны таким образом, чтобы площадь ее сечения оставалась постоянной. Резуль-
таты вычислительных экспериментов приведены в табл. 3 и табл. 4, из которых видно,
что в квадратной мембране значение σ̃max будет минимальным.

Размеры
мембраны, м a = b = 1/2 a = 1, b = 1/4 a = 3/2, b = 1/6 a = 2, b = 1/8

Отношение a/b 1 4 9 16
Значение σ̃max,

Па 0.64 · 106 1.19 · 106 2.58 · 106 4.56 · 106

Количество
точек с σ̃max

2 1 1 1

Таблица 3. Значения σ̃max в мембранах одинаковой площади и различном отношения a/b при
закреплении короткой стороны

Если необходимо использовать прямоугольную мембрану, то с целью уменьшения в
ней напряжений следует выбрать короткую сторону в качестве стороны для жесткого
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Размеры
мембраны, м a = b = 1/2 a = 1/4, b = 1 a = 1/6, b = 3/2

a = 1/8,
b = 2

Отношение a/b 1 1/4 1/9 1/16
Значение σ̃max,

Па 0.64 · 106 3.48 · 106 3.11 · 107 1.67 · 108

Количество
точек с σ̃max

2 1 1 1

Таблица 4. Значения σ̃max в мембранах одинаковой площади и различном отношения a/b при
закреплении длинной стороны

закрепления (см. табл. 3 и табл. 4), а габаритные размеры должны быть приближены
к квадратным.

Заключение. Если прямоугольная мембрана закреплена по всей длине одной
из сторон и на противоположной ей стороне только в угловых точках, то габаритные
размеры мембраны влияют на количество точек с максимальным напряжением σ̃max и
на величину σ̃max. У квадратной мембраны имеется две точки с σ̃max, расположенные
в углах (a; b) и (a; 0). У прямоугольной мембраны количество точек с σ̃max зависит от
отношения сторон a/b. Возможны три варианта расположения точек: 1) две точки в
углах (a; b) и (a; 0); 2) три точки - в углах (a; b), (a; 0) и середине противоположной
стороны (0; b/2); 3) одна точка - (0; b/2). Напряженное состояние мембраны, имеющей
три точки с σ̃max, наступает при различном отношении a/b в зависимости от того
какая сторона закреплена длинная или короткая. Для длинной стороны a/b = 0.288,
а для короткой a/b = 1.19. Также в ходе вычислительных экспериментов установлено,
что наименьшие напряжения σ̃max, из всех возможных отношений a/b, наблюдаются
у квадратной мембраны.
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V.V. Goryainov1,S. F. Kuznetsov2, O. Yu. Nikiforova2, I. G. Rukin2

STRESS STUDY IN A RECTANGULAR MEMBRANE FIXED ALONG THE
ENTIRE LENGTH OF ONE SIDE AND IN THE CORNERS OF THE OPPOSITE

SIDE

Voronezh State Technical University, Voronezh, Russia1,
Voronezh State University of Engineering Technology, Voronezh, Russia2.

Abstract. An exact solution to the problem of deflections of a rectangular membrane fixed along
the entire length of one of its sides and on the opposite side only at corner points is constructed.
An analysis of the stress distribution in the membrane is presented, from which it follows that
changing the shape of the membrane from square to rectangular leads to a change in the number
of points with σ̃max and an increase in the value of σ̃max.

Keywords: membrane deflection, stress components, rectangle, exact solution, Poisson equation.
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