
Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2023. №4 (58). С. 86–120

Е. В. Мурашкин, Ю.Н.Радаев

МУЛЬТИВЕСОВАЯ ТЕРМОМЕХАНИКА ГЕМИТРОПНЫХ
МИКРОПОЛЯРНЫХ ТЕЛ

Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

Аннотация. Статья посвящена вопросам детерминирования алгебраических весов микро-
и наномасштабных мультивесовых характеристик термомеханики гемитропных микрополяр-
ных тел. Обсуждаются фундаментальные понятия псевдоинвариантых элементов объема и
площади нечетных целых весов в трехмерном пространстве. Развиваемая теория гемитропной
микрополярной термоупругости формулируется в терминах контравариантного псевдовекто-
ра спинорных перемещений положительного нечетного веса при условии постулирования аб-
солютной инвариантности абсолютной термодинамической температуры, массы и массовых
плотностей: энтропии, внутренней энергии, свободной энергии Гельмгольца, контролируемого
и неконтролируемого производства энтропии. Предложены мультивесовые псевдотензорные
формулировки принципа виртуальных перемещений и приведенного уравнения баланса энер-
гии. Получены и проанализированы мультивесовые формулировки псевдовекторных диффе-
ренциальных уравнений статики и динамики гемитропного термоупругого тела. Обсужда-
ются вопросы взаимовлияния алгебраических весов определяющих псевдоскаляров с целью
учета их трансформации в результате преобразования трехмерного пространства, меняющего
ориентацию координатного базиса на противоположную.
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1. Введение и предварительные сведения. Все более широкое примене-
ние метаматериалов (биокомпозитов) [1–3], обладающих микро- и наноструктурны-
ми особенностями, в промышленном производстве, медицине, строительстве требует
развития методов математического моделирования термомеханических процессов их
формоизменения. Термомеханические модули таких материалов за счет их нечетных
алгебраических весов проявляют чувствительность к изменениям ориентации трех-
мерного пространства. Поэтому при построении математических моделей, учитыва-
ющих указанные микроструктурные особенности материалов, следует использовать
аппарат псевдотензорного исчисления [4–11] и методы микрополярной термомехани-
ки [12–18].

Следует отметить, что построение математических моделей, учитывающих микро-
и наноструктурные характеристические длины материалов, может быть проведено
различными способами [19–24]. Фундаментальной определяющей характеристикой,
связанной с характерным размером микроструктуры (гранулы, соты, диполи жидких
кристаллов, полимерные молекулы, клеточные структуры и т.д.) и задающей микро-
и наномасштаб в таких моделях, является характерная микродлина, обозначаемая L
в работах [18,21–24] или l в статьях Нейбера [19,20]. Как было ранее показано [25,26]
определяющие постоянные l и L связаны прямой пропорциональной зависимостью с
точностью до физически безразмерного множителя.

При построении моделей микрополярной термомеханики стандартная характер-
ная длина микро- и нанострутктурных состояний: для макромеханики имеет поря-
док L ∼ 1м, для микромеханики — L ∼ 10−6м, а для наномеханики — L ∼ 10−9м.
Важно отметить, что характерная длина микрополярной теории L является одним из
важнейших масштабных определяющих микрополярных модулей, которому может
быть естественным образом приписан нечетный алгебраический вес, т.е. ее можно
трактовать как определяющий псевдоскаляр, реагирующий на изменение ориентации
координатного базиса (с левой на правую, и, наоборот, с правой на левую).

Определяющие и дифференциальные уравнения в частных производных, состав-
ляющие модель гемитропной микрополярной термоупругости содержат слагаемые,
отличающиеся степенями характерной длины. Например, в мультивесовые формули-
ровки указанных уравнений входят слагаемые, имеющие порядок малости L2, L1 и L0.
Отмеченное обстоятельство следует учитывать при численных расчетах, т.к. в случае
L2 ∼ 10−18 м вклад, вносимый соответствующими слагаемыми в общую сумму, может
оказаться меньше чем общая вычислительная погрешность. Указанная особенность,
в принципе, позволяет применить к исследованию системы дифференциальных урав-
нений микрополярной термоупругости теорию сингулярных возмущений [27,28].

Алгебраический вес характерной микродлины зависит от способа определения ки-
нематических характеристик микрополярного тела, например, от алгебраического ве-
са псевдовектора спинорных перемещений. Кинематику микрополярного тела мож-
но задать с помощью одной из трех знаменитых теорем Шаля [29, 30]. Однако, как
показывает литературный поиск, при формулировке основных положений линейной
микрополярной теории упругости [12, 15, 16] по-существу используется только одна
(вторая) теорема Шаля. Отметим, перспективы использования винтовой (третьей)
теоремы Шаля–Моцци, в которой кинематика микрополярного тела представляется
как скользящий поворот. Однако, как показывает литературный поиск, указанная
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теорема совсем не используется при математическом моделировании микрополярно-
го континуума. В классических работах [13–16] по микрополярной упругости и тер-
моупругости обычно оперируют с двумя независимыми полями трансляционных и
спинорных перемещений (микроповоротов), последнее из которых наиболее просто
задается псевдовектором нечетного алгебраического веса. Возможны различные спо-
собы задания псевдовектора спинорных перемещений. В частности, представлению с

помощью контравариантного псевдовектора
[+1]

φ k положительного веса +1 посвящены
работы [21–24], а моделям микрополярных тел, в которых использовался ковариант-

ный псевдовектор
[−1]

φ k отрицательного веса −1, посвящены работы [31,32]). Указанные
псевдовекторы легко преобразуются к абсолютным векторам спинорных перемещений
φk (или φk) с помощью правила баланса алгебраических весов [32–35].

Система связанных определяющих и дифференциальных уравнений в частных про-
изводных микрополярной термоупругости может быть получена как следствие прин-
ципа виртуальных перемещений в сочетании с правилом множителей Лагранжа и
приведенного уравнения баланса энергии. Интегральные формулировки указанного
вариационного принципа существенным образом зависят от способа измерения эле-
ментарных объемов и площадей. Такой выбор существенным образом влияет на ал-
гебраический вес приписываемый основным характеристикам микро-, нано- термоме-
ханических состояний микрополярного континуума таким, как массовая плотность,
тепловой поток, объемные плотности внутренней энергии, свободной энергии Гельм-
гольца и энтропии, а также — на веса связанных с ними определяющих псевдоска-
ляров. При этом, экстенсивные термодинамические параметры, проявляющие свой-
ства количественной аддитивности, задаваемые в объеме, постулируются абсолютны-
ми скалярами. С другой стороны, приписывание того или иного веса псевдовектору
спинорных перемещений, также приводит к изменению сопутствующих алгебраиче-
ских весов, приписываемых определяющим псевдоскалярам.

Детерминирование алгебраических весов псевдоинвариантных элементов объема и
площади, а также веса псевдовектора спинорных перемещений требует особой ак-
куратности, т.к. это приводит к тому, что определяющие постоянные оказываются
псевдоскалярами, а характеристики микро- и нано- структурных термомеханических
состояний проявляют псевдотензорные свойства. Исследованию вариантов использо-
вания псевдотензорного формализма при построении моделей теорий микрополярной
термоупругости посвящены работы [36–41]. Так например, если при выводе основных
уравнений теории микрополярной термоупругости использовать естественные элемен-
ты объема и площади,1 как было показано ранее в работе [40] тепловой поток, тензор
силовых напряжений, плотность массы и теплоемкость также оказываются псевдотен-
зорными величинами положительного нечетного веса. С другой стороны, при выборе
дублетного элемента объема и соответствующего элемента площади тензор силовых
напряжений оказывается псевдотензором отрицательного веса −1, тензор моментных

1Отметим, что использование естественных элементов объема характерно для вариационных
функционалов физических теорий поля [42, 43]. Несмотря на то, что тензорные элементы объема
и площади, даже в N -мерном пространстве, наиболее просто задаются в терминах псевдотензо-
ров [36–39], описание обычно проводится с использованием формализма кососимметричных диф-
ференциальных форм [27,44–46], существенно искажающих очевидные свойства указанных объектов
и их псевдотензорную
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напряжений — псевдотензором отрицательного веса −2, тепловой поток — псевдовек-
тором алгебраического веса −1, массовая плотность — псевдоскаляром алгебраиче-
ского веса −1, что было продемонстрировано в работе [41].

2. Элементарные тензорные объемы и площади в трехмерном
пространстве. Настоящая статья существенным образом опирается на результа-
ты, терминологию и понятия современной геометрии и тензорного анализа [6,8,47]. В
дальнейшем изложении, где это не очевидно, сверху корневого символа псевдотензора
в квадратных скобках будем отмечать его вес, а снизу в круглых скобках его ранг. Ну-
левой вес абсолютных тензоров и веса некоторых фундаментальных псевдотензоров
в обозначениях отражаться не будут. Введем в рассмотрение функцию w.g.t, действу-
ющую на псевдотензор и равную значению веса этого псевдотензора. Например, для

псевдоскаляра
[g]
a алгебраического веса g получим

w.g.t
([g]
a
)

= g.

В трехмерном Евклидовом пространстве зададим ковариантный ортогональный ба-
зис векторами: ı

1
, ı

2
, ı

3
. Смешанное произведение векторов базиса [47] позволяет опреде-

лить фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр e и две псевдоскалярные еди-
ницы согласно следующим соотношениям [32]:

e = ı
1
· (ı

2
× ı

3
),

[+1]

1 = e,
[−1]

1 = e−1 , (1)

тем самым, дискриминируя локальные базисные системы на право- и лево- ориенти-
рованные согласно условиям:

[+1]

1 > 0 для правоориентированных,
[+1]

1 < 0 для левоориентированных.
Целые степени псевдоскалярных единиц обладают свойством ковариантного посто-

янства, т. е.

∇k
[±g]

1 =
[±g]

0 ,

где ∇k — оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.

Псевдотензор
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s+r с помощью степе-

ней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютному тензору того же
ранга согласно

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr =

[−g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (2)

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights balance
rule) [33–35]. Действительно, имеем

w.g.t
(
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= w.g.t

([−g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= −g + g = 0.

Одним из фундаментальных геометрических объектов связанных с ориентаией про-
странства являются символы перестановок (альтернирующие символы) в трехмерном
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пространстве определяющиеся согласно правилу

εijk = εijk =


+1, для троек i, j, k = 123, 231, 312;

−1, для троек i, j, k = 132, 213, 321;

0, во всех остальных случаях.

Как известно, символы перестановок являются одновременно ковариантным псев-
дотензором третьего ранга нечетного алгебраического веса −1 и контравариантным
псевдотензором третьего ранга нечетного алгебраического веса +1, т.е. на основании
их определения справедливо следующее равенство

[−1]
ε lsk =

[+1]
ε lsk,

нарушающие принятые в псевдотензорной алгебре соглашения о балансе индексов и
равенстве алгебраических весов равных друг другу псевдотензоров. Кроме того, что
для символов перестановок требуются неконвенциональные правила жонглирования
индексами:

[−1]
ε ijk =

[−2]

1 gilgjsgkr
[+1]
ε lsr,

[+1]
ε ijk =

[+2]

1 gilgjsgkr
[−1]
ε lsr.

(3)

Опираясь на правило (3), определим спецсимволы [32]

[−1]
ε ·p·i·k = gpj

[−1]
ε ijk,

[+1]
ε ·p·i·k = gilgkr

[+1]
ε lpr,

[+1]
ε i·k
·p· = gpj

[+1]
ε ijk,

[−1]
ε i·k
·p· = gilgkr

[−1]
ε lpr.

(4)

Нетрудно показать, что спецсимволы, определенные согласно (4), удовлетворяют
соотношению, полученному в соответствии с правилом баланса алгебраических весов,

[−1]
ε ·p·i·k =

[−2]

1
[+1]
ε ·p·i·k, (5)

поскольку

[−1]
ε ·p·i·k = gpj

[−1]
ε ijk =

[−2]

1 δpsgilgkr
[+1]
ε lsr =

[−2]

1 gilgkr
[+1]
ε lpr =

[−2]

1
[+1]
ε ·p·i·k.

Из соотношения (5) следуют также равенства

[+1]

1
[−1]
ε ·p·i·k =

[−1]

1
[+1]
ε ·p·i·k,

[+1]

1
[−1]
ε i·k
·p· =

[−1]

1
[+1]
ε i·k
·p· . (6)

Равенства (6) позволяют ввести специальные e–тензоры

e·p·i·k =
[+1]

1
[−1]
ε ·p·i·k =

[−1]

1
[+1]
ε ·p·i·k,

ei·k·p· =
[+1]

1
[−1]
ε i·k
·p· =

[−1]

1
[+1]
ε i·k
·p· ,

(7)

являющиеся абсолютными тензорами и оказывающиеся весьма полезными при опе-
рировании с уравнениями микрополярной теории упругости.
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Символы перестановок позволяют ввести тензорные элементы объема наиболее
простым и понятным способом, что соответствует подходу, предложенному Пуанка-
ре [48,49], без привлечения теории внешних дифференциальных форм [27,44–46]. За-
метим, что литературный поиск показывает ограниченное количество работ, обсужда-
ющих указанное обстоятельство. Тензорный элемент объема в трехмерном простран-
стве можно принять в форме

dτmns =
[−1]

dτ 123[+1]
ε mns, (8)

где
[−1]

dτ 123 — естественный элемент объема,2 представляющий собой псевдоскаляр ве-
са −1, который определяется следующим образом

[−1]

dτ 123 = dx1dx2dx3. (9)

Опустив в формуле (8) индексы, т. е. применив правило жонглирования индексами
для символов перестановок (3), определим ковариантный тензорный элемент объема
в виде

dτmns =
[+2]

1
[−1]

dτ 123[−1]
εmns =

[+1]

dτ 123
[−1]
εmns, (10)

где
[+1]

dτ 123 — дублетный элемент объема [8], представляющий собой псевдоскаляр ве-
са +1.

С помощью псевдоскаляров
[−1]

dτ 123,
[+1]

dτ123 и псевдоскалярных единиц
[∓1]

1 можно
образовать абсолютный скаляр dτ , являющийся инвариантным элементом объема

dτ =
[+1]

1
[−1]

dτ 123 =
[−1]

1
[+1]

dτ123.

В дальнейшем изложении примем упрощенные обозначения для псевдоинвариант-
ных элементов объема

[−1]

dτ =
[−1]

dτ 123,
[+1]

dτ =
[+1]

dτ123.

Рассмотрим двумерную поверхность, заданную естественной (Гауссовой) парамет-
ризацией u1, u2. В этом случае контравариантный тензорный элемент площади по-
верхности принимает вид [36,37]

dτ ij = εα1α2∂α1x
i∂α2x

jdu1du2 = 2∂1x
[i∂2x

j]du1du2. (11)

Ковариантный тензорный элемент площади dτij можно получить, опустив индексы у
dτ ij в (11).

Антисимметричным абсолютным тензорам dτ ij и dτij сопутствуют ковариантный
и контравариантный псевдовекторы

[−1]

dAk =
1

2
εkijdτ

ij ,
[+1]

dAk =
1

2
εkijdτij , (12)

2Еще раз заметим, важное значение естественных элементов объема при формулировке вариаци-
онных функционалов физических теорий поля [42,43].
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Абсолютные векторные элементы площади поверхности можно определить, домно-
жив псевдовекторные элементы площади на соответствующую степень псевдоскаляр-
ной единицы

dAk =
[+1]

1
[−1]

dAk, dAk =
[−1]

1
[+1]

dAk . (13)

Пседоскалярные элементы площади поверхности задаются следующими формула-
ми

[−1]

dA = (sign
[−1]

1 )

√
gsk

[−1]

dAs

[−1]

dAk ,
[+1]

dA = (sign
[+1]

1 )

√
gsk

[+1]

dAs
[+1]

dAk . (14)

Оба элемента площади в (14) чувствительны к изменению ориентации координат-
ной системы, что обусловлено знаком фундаментального ориентирующего псевдоска-
ляра. И тот, и другой элемент площади (14) чувствительны к изменению ориентации
координатной системы, что обусловлено знаком фундаментального ориентирующего.

Инвариантный элемент площади поверхности определяются согласно

dA =
√
dAkdAk (15)

и является строго положительным абсолютным скаляром.
Использовав введенные выше определения для элементов площади (14) и (15), мож-

но показать, что ([±1]

dA
)2

=
1

2

[±2]

1 dτ isdτis,
(
dA
)2

=
1

2
dτ isdτis.

Завершая настоящий раздел, рассмотрим возможное детерминирование алгебра-
ического веса массы тела m. Масса элементарного объема тела не отрицательная
величина, которую можно вычислять согласно

dm = ρdτ =
[+1]

ρ
[−1]

dτ =
[−1]

ρ
[+1]

dτ ≥ 0 . (16)

где ρ — плотность массы.
Из соотношений (16) и условия неотрицательности массы следует очевидный вы-

вод, что массе не может быть приписан какой бы то ни было алгебраический вес, что
говорит о ее абсолютной инвариантности. Последнее утверждение является фунда-
ментальным принципом нулевого веса массы.

Масса конечного тела является количественно–аддитивной величиной, рассчиты-
ваемой согласно формуле

m =

∫
dm =

∫
ρdτ =

∫
[+1]

ρ
[−1]

dτ =

∫
[−1]

ρ
[+1]

dτ . (17)

Отметим, что при записи равенств (17) мы воспользовались правилом баланса ал-
гебраических весов. Равенства (17) позволяют определить плотность массы как муль-

тивесовой псевдоскаляр, соответствующий градации элементов объема (
[+1]

dτ , dτ ,
[−1]

dτ ),
соотношением

[−1,0,+1]
ρ =

�
ρ. (18)
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Здесь и далее будем полагать

� = w.g.t (
�
ρ) =


−1, для

[+1]

dτ ;

0, для dτ ;

+1, для
[−1]

dτ .

(19)

Соотношение (19) определяет мультивесовую характеристику, принимающую зна-
чения (−1, 0, +1) в зависимости от используемого элемента объема. Аналогичное
равенство можно задать для элементарный площадей:

� = w.g.t (
�
dτ) =


+1, для

[+1]

dτ ;

0, для dτ ;

−1, для
[−1]

dτ ;

� = w.g.t (
�
dA) =


+1, для

[+1]

dA;

0, для dA;

−1, для
[−1]

dA.

(20)

Соотношения (19) и (20) позволяют заключить

� = −� .

3. Эйлерова кинематика микрополярного тела. Введем пространственные
(Эйлеровы) координаты xs(s = 1, 2, 3) и отсчетные (Лагранжевы) координатыXα(α =
1, 2, 3), тогда метрики gkl и 8gασ определяются, соответственно:

gsm = ı
s
· ı
m
, 8gασ = 8ı

α
· 8ı
σ
,

где ı
s
(s = 1, 2, 3) — векторы ковариантного пространственного базиса, 8ı

α
(α = 1, 2, 3)

— векторы ковариантного отсчетного базиса.
Помимо метрических тензоров, введем в рассмотрение двухточечные g-символы,

определяемые скалярное произведение пространственных ı
s
(или

s
ı) и отсчетных 8ı

α
(α =

1, 2, 3) (или 8
α
ı (α = 1, 2, 3)) базисных векторов

g·αs = ı
s
· 8αı , g·sα = 8ı

α
· sı .

С этого момента будем считать, что рассматриваемые системы координат связаны
между собой с помощью преобразования деформации

Xα � xi

Прямое описание деформации континуума соответствует преобразованию

Xα → xi

а обратное описание3 задается преобразованием

Xα ← xi

Равноправие способов описания деформации мы будем отражать с помощью обо-
значения

Xα � xi

3В современной механике континуума наряду с прямым описанием Xα → xi, используется обрат-
ное описание xi → Xα (inversed motion description) [17]. Отметим, что обратное описание деформации
было введено в механику Пиола (G.Piola).
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Транспонированный градиент деформации (или тензор дисторсии) определяется
частичным дифференцированием Эйлеровых координат по Лагранжевы:

x·sα = ∂αx
s, ∂α =

∂

∂Xα
.

Дисторсии x·sα представляют собой двухточечный абсолютный тензор.
Примем полярное разложение дисторсии в виде [32]

x·sα = |x|ασλsσ ,

где |x|ασ — модуль дисторсии (одноточечный абсолютный симметричный положи-
тельно определенный тензор второго ранга), λsσ — двухточечный тензор конечного
поворота.

Тензор поворота представляет собой двухточечный тензор второго ранга, для ко-
торого справедливы следующие соотношения двухточечной ортогональности:

λsσλ
mσ = δms , λsαλ

sσ = δσα.

Одноточечный Эйлеров тензор поворота можно представить с помощью g-символов
следующим образом:

λsm = g·mα λsα. (21)
Одноточечный Эйлеров тензор поворота (21) удовлетворяют обычным условиям ор-
тогональности.

Одноточечный Эйлеров тензор поворота характеризуется пространственной осью
вращения (направленной вдоль единичного вектора cs, cscs = 1) углом поворота φ и
может быть представлен формулой Эйлера

λkl = cosφgkl + (1− cosφ)ckcl − sinφeklhch , (22)

Отметим, что в уравнении (22) первый и второй члены дают симметричную часть
одноточечного Эйлерова тензора поворота λ(kl), тогда как третий член является ко-
сосимметричным

λ(kl) = cosφgkl + (1− cosφ)ckcl , λ[kl] = − sinφeklhch .

Угол поворота φ и единичный пространственный директор cs (собственный вектор
λkl) можно получить из следующих уравнений

2 cosφ = gklλ
(kl) , ch = − 1

sinφ
ehklλ

[kl] .

В микрополярных теориях механики сплошной среды гораздо удобнее оперировать
модулированным вектором поворота

φh = sinφ ch . (23)

Малый модулированный вектор поворота получается из (23), когда φ стремится к
нулю:

φh = φch .

Полные абсолютные векторы микроповорота в микрополярных теориях определя-
ются через векторы модулированного поворота

φh = −1

2
ehklλ[kl] , φh = −1

2
ehklλ

[kl] . (24)
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Псевдовекторы полного микроповорота положительного +1 и отрицательного −1
весов определяются с помощью символов перестановок (εhkl и εhkl соответственно):

[+1]

φ h = −1

2
εhklλ[kl] ,

[−1]

φ h = −1

2
εhklλ

[kl] . (25)

Заметим, что в микрополярной термоупругости полный микроповорот может быть
задан формулой (24) (либо как ковариантный абсолютный вектор φs, либо как кон-
травариантный абсолютный вектор φs) или формулами (25) (как ковариантный псев-

довектор
[−1]

φ s веса −1 или контравариантный псевдовектор
[+1]

φ s веса +1). Выбор того
или иного определения для вектора (псевдовектора) микроповорота влияет на веса
кинематических характеристик микро- и нанострактурных состояний термоупругих
микрополярных тел. В дальнейшем изложении будем развивать теорию гемитропного

микрополярного тела в терминах контравариантного псевдовектора
[+1]

φ s веса +1.

Контравариантный псевдовектор вихря поля трансляционных перемещений
[+1]
ω h

положительного веса можно задать согласно:

[+1]
ω h =

1

2

[+1]
ε h·l
·k·∇kul ,

в то время как ковариантный псевдовектор вихря
[−1]
ω h отрицательного веса следует

определить равенством:
[−1]
ω h = −1

2

[−1]
ε ·l·h·k∇kul .

Контравиаринтный и ковариантный псевдовекторы относительного микроповорота
определяются следующими формулами:

[+1]

ϕ h =
[+1]

φ h −
[+1]

ω h,
[−1]

ϕh =
[−1]

φ h −
[−1]

ω h.

В дальнейшем будем проводить рассмотрения в рамках малого относительного

псевдовектора микроповорота (т.е.
[−1]
ϕh далее считается малой величиной первого по-

рядка малости), т.е. в терминах полного псевдовектора микроповорота
[−1]

φ h.
Асимметричный тензор деформации можно определить через полный ковариант-

ный псевдовектор микроповорота
[−1]

φ s веса −1 согласно

ε·ji· = ∇iuj +
[+1]
ε ·k·i·j

[−1]

φ k, (26)

или в терминах контравариантный псевдовектор микроповорота
[+1]

φ s веса +1

ε·ji· = ∇iuj −
[−1]
ε ·j·i·k

[+1]

φ k. (27)

Помимо асимметричного тензора деформации, необходим еще псевдотензор изги-
ба—кручения, являющийся градиентом псевдовектора полного микроповорота

[+1]
κ ·si· = ∇i

[+1]

φ s. (28)
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Иногда при построении моделей микрополярных термоупругих тел удобно исполь-
зовать симметричные части асимметричного тензора деформаций и псевдотензора
изгиба–кручения

ε(kl) = ∇(kul) =
1

2
(∇kul +∇luk),

[+1]
κ (kl) = ∇(k

[+1]

φ l) =
1

2
(∇k

[+1]

φ l +∇l
[+1]

φ k) , (29)

а также сопутствующие псевдовекторы:
[+1]
ϕ i = −1

2
εiklε[kl], κi =

1

2
εikl

[+1]
κ [kl]. (30)

4. Силовые и моментные напряжения в микрополярном теле. Произ-
вольная система сил (абсолютных векторов) действующих на произвольную элемен-
тарную двумерную площадку в деформированном состоянии с инвариантным элемен-
том площади dA и единичным абсолютным вектором нормали nk сводится к равно-
действующей поверхностных сил dT k (абсолютный вектор) и паре сил, характеризу-
ющейся вектором момента dMk (см. рис. 1).

Рассмотрим вначале вектор равнодействующей, который может быть определен
через абсолютный вектор поверхностных сил tk, отнесенный к абсолютному инвари-
антному элементу площади dA:

tk =
dT k

dA
. (31)

Следуя стандартной схеме, для ориентированной элементарной площадки определим
асимметричный тензор силовых напряжений Коши tik следующим равенством

tk = nit
ik. (32)

Отсюда заключаем, что тензор силовых напряжений tik имеет нулевой вес и является
абсолютным тензором.

Следуя процедуре подробной изложенной, например, в публикациях [4,38,39], опре-
делим абсолютный вектор равнодействующей действующей на псевдоинвариантные

элементы площади
[−1]

dA (естественный элемент) или
[+1]

dA (дублетный элемент), соответ-
ственно:

dT k =
[+1]
t k

[−1]

dA =
[−1]
t k

[+1]

dA. (33)
Следовательно, определения псевдотензоров силовых напряжений для естествен-

ного и дублетного элементов площади принимают вид
[+1]
t k = ni

[+1]
t ik,

[−1]
t k = ni

[−1]
t ik . (34)

Формулы (33) и (34) позволяют ввести мультивесовые их аналоги
�
tk = ni

�
t ik. (35)

Момент dMk пары сил P k и Qk (P k = −Qk), действующий на элементарную пло-
щадку dS (см. рис. 1), определяется как векторное произведение

dM = d×P = −d×Q, (36)

Вектор момента пары сил dM перпендикулярен плоскости dA действия пары сил
и направлен так, что вращение, указываемое парой сил P k и Qk, видится как совер-
шаемое против часовой стрелки.
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dA

P k Qk

nk

dMk

A

O
dk

B

Рис. 1. Вектор моментов пары сил.

В координатной форме выражение (36) можно записать в виде
[−1]

dM i = εijkd
jP k = −εijkdjQk , (37)

т.е.

w.g.t (
[−1]

dM i) = w.g.t (εijkd
jP k) = w.g.t (−εijkdjQk) = −1 , (38)

Правило баланса весов (38) позволяет сделает вывод, что момент пары сил являет-
ся псевдовектором нечетного алгебраического веса −1. В дальнейшем для удобства
припишем плечу пары сил d =

√
gijdidj > 0 в соответствии с соотношением (37)

псевдотензорный алгебраический вес положив
[−1]

d =
[−1]

1 d. (39)

Преобразование (39) определяет плечо момента пары сил
[−1]

d как псевдоскаляр нечет-
ного отрицательного веса, и, следовательно, наделяет его чувствительностью к изме-
нению ориентации координатного базиса трехмерного пространства.

Модуль момента пары сил
[−1]

dM = |
[−1]

dM| при учете (37) и (39) можно вычислить
следующим образом

[−1]

dM =
[−1]

d
√
gikP iP k, (40)

Сравнивая формулы (37) и (40) получим выражение для расчета плеча пары сил

[−1]

d =

[−1]

dM√
gikP iP k

=
|d×P|√
gikP iP k

= (sign
[−1]

1 )

√
gikεijld

jP lεkshd
sP h

gikP iP k
. (41)

Псевдовектор поверхностных моментов
[−1]
mk, отнесенный к элементу инвариантной

площади dA определим согласно:

[−1]
mk =

[−1]

dMk

dA
, (42)
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тогда псевдотензор моментных напряжений
[−1]
µ i·
·k можно задать следующим равен-

ством
[−1]
mk = ni

[−1]
µ i·
·k. (43)

Отсюда заключаем, что псевдотензор моментных напряжений
[−1]
µ i·
·k имеет отрица-

тельный алгебраический вес.
Следуя процедуре, использованной для вектора поверхностных сил (33), опреде-

лим псевдовектор момента пары сил, действующей на псевдоинвариантные элементы

площади
[−1]

dA (естественный элемент) или
[+1]

dA (дублетный элемент), соотвественно:

[−1]

dMk = mk

[−1]

dA =
[−2]
m k

[+1]

dA. (44)

Следовательно, для естественного
[−1]

dA и дублетного
[+1]

dA элементов площади полу-
чим для тензора и псевдотензора моментных напряжений равенства, соответственно:

mk = niµ
i·
·k,

[−2]
m k = ni

[−2]
µ i·
·k . (45)

Используя соотношения (44) и (45) введем следующие мультивесовые соотношения

�
mk = ni

�
µi··k . (46)

где для алгебраического мультивеса введено обозначение

� = w.g.t (
�
mk) = w.g.t (ni

�
µi··k) = �− 1 =


−2, для

[+1]

dA;

−1, для dA;

0, для
[−1]

dA.

(47)

Учитывая обозначения (19) и (47), вычислим алгебраические мультивеса ассоции-
рованных (сопутствующих) псевдовекторов силовых и моментных напряжений в со-
ответствии с правилом баланса весов согласно равенствам

w.g.t (
�
τ i) = w.g.t(εijk

�
t [jk]) =


0, для

[−1]

dτ ,
[−1]

dA;

−2, для
[+1]

dτ ,
[+1]

dA;

−1, для dτ, dA;

w.g.t (
�
µi) = w.g.t (εiks

�
µ[ks]) =


+1, для

[−1]

dτ ,
[−1]

dA;

−1, для
[+1]

dτ ,
[+1]

dA;

0, для dτ, dA;

откуда немедленно можно получить мультивесовые соотношения в алгебраических
весах

2
�
τ i = −εijk

�
t [jk], 2

�
µi = εiks

�
µ[ks]. (48)
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5. Принцип виртуальных перемещений в терминах псевдоинвариант-
ных элементов объема и площади. В настоящем разделе статьи подробно рас-
смотрим принцип виртуальных перемещений в совокупности с правилом множите-
лей Лагранжа с целью получить уравнения динамики гемитропного микрополярно-
го тела. Геометрические вариации полей трансляционных и спинорных перемеще-
ний [42, 50, 51], не противоречащие наложенным связям, будем называть виртуаль-
ными трансляционными и спинорными перемещениями и обозначать соответственно

через δuk и δ
[+1]

φ k.
Вариации трансляционных и спинорных перемещений при жестком движении

должны удовлетворять следующим условиям:

∇(iδuk) = 0, (49)

δ
[+1]
ϕ k = δ

[+1]

φ k − 1

2
εkil∇kδul = 0, (50)

δ
[+1]
κ ·si· = ∇iδ

[+1]

φ s = 0. (51)

Первое из них (49) выражает то известное обстоятельство, что жесткое движение не
сопровождается деформацией (т.е. удлинениями и сдвигами), второе (50) — микропо-
ворот не отличим от макроповорота, третье (51) — спинорные перемещения (микропо-
вороты) при жестком движении тела не приводят к деформациям изгиба—кручения.

Силовыми факторами в микрополярных теориях выступают массовые силы fk и

массовые моменты
[−1]

l k (их объемные аналоги обозначим соответственно через Xk =

ρfk и
[−1]

Y k = ρ
[−1]

l k), а также поверхностные силы tj и моменты
[−1]
mj . Алгебраические

веса массовых, объемных и поверхностных моментов детерминированы в соответствии
с разделом 4 настоящей статьи. Отметим, что алгебраический вес объемных сил и
моментов зависит от способа измерения элементарной площади, т.е.

w.g.t (
�
Xk) = w.g.t (

�
ρfk) = � =


−1, для

[+1]

dA;

0, для dA;

+1, для
[−1]

dA;

w.g.t (
�
Y k) = w.g.t (

�
ρ

[−1]

l k) = �− 1 = � =


−2, для

[+1]

dA;

−1, для dA;

0, для
[−1]

dA.

(52)

Соотношения (52) позволяют сформулировать следующие мультивесовые равенства

�
Xk =

�
ρfk,

�
Y k =

�
ρ

[−1]

l k (53)
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Виртуальная работа (абсолютная скалярная величина), совершаемая всеми пере-
численными выше силовыми факторами на виртуальных трансляционных δuk и спи-

норных δ
[+1]

φ i перемещениях, вычисляется в терминах инвариантных элементов объе-
ма и площади согласно следующей формуле:

δA =

∫ [
Xjδuj +

[−1]

Y jδ
[+1]

φ j

]
dτ +

∮
∂

[
tjδuj +

[−1]
m jδ

[+1]

φ j

]
dA. (54)

Учитывая результаты предыдущих разделов статьи, сформулируем принцип вир-
туальных перемещений в терминах мультивесовых псевдотензоров. В итоге получим:

δA =

∫ [
�
Xjδuj +

�
Y jδ

[+1]

φ j

]
�
dτ +

∮
∂

[
�
t jδuj +

�
mjδ

[+1]

φ j

]
�
dA; (55)

Согласно принципу виртуальных перемещений виртуальное “жесткое” перемеще-
ние и “жесткий” поворот из состояния равновесия всегда производятся без “затраты”
работы, т.е. виртуальная работа обращается в нуль:

δA = 0, (56)

при наложенных на виртуальные перемещения и повороты дифференциальных огра-
ничениях (49)–(51).

Освободившись от связей (49)–(51) с помощью правила множителей Лагранжа [50,
51] мультивесовое вариационное уравнение (55) со свободными вариациями δuk и δφi
преобразуем к виду:∫ [

�
Xjδuj +

�
Y jδ

[+1]

φ j −
�
t (ik)∇(iδuk) − 2

�
τi

(
δ

[+1]

φ i − 1

2
εikl∇kδul

)
− �µi··k∇iδ

[+1]

φ k

]
�
dτ+

+

∮
∂

[
�
t jδuj +

�
mjδ

[+1]

φ j

]
�
dA = 0. (57)

Выделяя в этом уравнении дивергентные слагаемые, применяя затем формулу Гаусса
и учитывая (48), приходим к следующему уравнению в вариациях (ni —компоненты
единичного вектора внешней нормали поверхности, ограничивающей рассматривае-
мый объем):∫ [

�
Xk +∇i

�
t ik
]
δuk

�
dτ +

∫ [
�
Y k − 2

�
τ k +∇i

�
µi··k

]
δ

[+1]

φ k
�
dτ+

+

∮
∂

[
�
tk − ni

�
t ik
]
δuk

�
dA+

∮
∂

[
�
mk − ni

�
µi··k

]
δ

[+1]

φ k
�
dA = 0. (58)

В силу произвольности вариаций δuk и δ
[+1]

φ k из мультивесового вариационного
принципа (58) получаются мультивесовые дифференциальные уравнения равновесия,
общие для всех микрополярных теорий:

∇i
�
t ik = −

�
Xk,

∇i
�
µi··k − 2

�
τk = −

�
Yk.

(59)
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Кроме этого, из (58) следуют мультивесовые соотношений на поверхности тела:

ni
�
t ik =

�
tk;

ni
�
µi··k =

�
mk;

(60)

Уравнения равновесия (59) можно обобщить на динамический случай добавлением

сил −ρ∂··uk и моментов −ρ
[−2]

I ∂··
[+1]

φk инерции (
[−2]

I — момент микроинерции (spin torque
constant)):

∇i
�
t ik = −�ρ(fk − ∂··uk),

∇i
�
µi··k − 2

�
τ k = −�ρ(

[−1]

l k −
[−2]

I ∂··
[+1]

φk).

(61)

где f i — вектор массовых сил,
[−1]

l i — псевдовектор массовых моментов.

Отдельно следует отметить определение веса коэффициента микроинерции
[−2]

I по
определению равного

[−2]

I =

∫
�
ρ

[−1]

d
[−1]

d
�
dτ . (62)

Как нетрудно заметить из (62), алгебраический вес коэффициента микроинерции
[−2]

I определяется алгебраическим весом расстояния
[−1]

d от точки тела до оси, рассчи-
тываемого геометрическим способом, изложенным в разделе 3 настоящей статьи.

6. Детерминирование мультивесов термомеханических характеристик
микрополярных тел. Как отмечалось ранее, выбор способа измерения элемен-
тарных объемов и площадей, т.е. процедура детерминирования алгебраического веса
псевдоинвариантных элементов объема и площади, существенным образом влияет на
алгебраический вес основных характеристик микро- и нано- структурных термомеха-
нических состояний микрополярного тела, в особенности, проявляющих свойства тре-
модинамической аддитивности. Основываясь на результатах предыдущих разделов
настоящей статьи, следует отметить, что существует три основных варианта разви-

тия моделей микрополярной термоупругости, различающихся элементами объема
�
dτ

и площади
�
dA. Их можно определить следующей диаграммой мультивесов элементар-

ных объемов, элементарных площадей, и характеристик микро- и нано- структурных
термомеханических состояний, реагирующих на эти веса:

�
dτ

�
dA

�
hk

�
λ

�
c

�
G

�
t ik

Представленная диаграмма построена с использованием правила баланса алгебраиче-
ских весов и отражает возможную чувствительность определяющих псевдоскаляров
(таких как, теплоемкость, коэффициент теплопроводности, модуль сдвига), к преоб-
разованиям, меняющим ориентацию координатного базиса. Последнее обстоятельство
играет исключительно важную роль в микрополярных теориях термоупругости, раз-
виваемых в терминах псевдоинвариантных элементов объема и площади.

Рассмотрим процесс теплопередачи в телах, микро-, наноcтруктурные характури-
стики термомеханических состояний которых реагируют на изменение ориентации
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трехмерного пространства. Количество тепла Q, поступающее через фиксированную
замкнутую поверхность ∂ в единицу времени является абсолютным скаляром и в тер-
минах инвариантного элемента площади определяется интегральным соотношением

Q =

∮
∂

hknkdA =

∮
∂

hkdAk, (63)

где hk — псевдовектор потока тепла, nk — единичный вектор внешней нормали к
поверхности ∂.4

Баланс весов в (63) базируется на фундаментальном утверждении

w.g.t (Q) = 0,

означающем невозможность приписать какой-бы то ни было целый алгебраический
вес количеству тепла Q. Отсюда немедленно следует, что

w.g.t
(�
hk
�
dAk

)
= 0.

Откуда видно, что в вектор потока тепла в условиях использования псевдовекторных
элементов площади оказывается псевдовектором нечетного алгебраического веса.

С процессом теплопроводности связана важная термодинамическая переменная со-
стояния — абсолютная термодинамическая температура. Рассмотрим возможность
приписать ей целый алгебраический вес, т.е. рассматривать ее как псевдоинвариант5.
В качестве термодинамического потенциала сначала выберем внутреннюю энергию u
как функцию термодинамических переменных состояния:

u = u(ε·ji· ,
[+1]
κ ·ji· , s).

Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния.
Абсолютная термодинамическая температура θ в термомеханике сплошных сред

определяется как функция параметров термодинамического состояния и вычисляется
как частная производная потенциальна состояния (внутренней энергии u) по энтропии
s согласно формуле:

θ =
∂u(ε·ji· ,

[+1]
κ ·ji· , s)

∂s
. (64)

Для удобства введем в рассмотрение мультивесовые плотности в расчете на единицу

элементарного объема
�
dτ :

�
S =

�
ρs,

�
U =

�
ρu. (65)

В этом случае, производную в (64) можно преобразовать в соответствии с введен-
ными выше обозначениями (65) к виду

θ =
∂
�
U(ε·ji· ,

[+1]
κ ·ji· ,

�
S)

∂
�
S

. (66)

4Абсолютность вектора внешней нормали к поверхности, а также способы приписывания ему
алгебрачисекого веса в условиях когда поверхность задается псевдоскалярной функций [38,52].

5В классической термомеханике континуума абсолютная термодинамическая температура θ —
всегда абсолютный инвариант, не зависящий ни от поворотов, ни от зеркальный отражений
пространства.
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Кроме того, следует принимать во внимание фундаментальное термодинамическое
неравенство

inf θ > 0 , (67)

постулирующее как положительность абсолютной температуры6, так и невозмож-
ность достичь абсолютного нуля ни при каком допустимом термодинамическом про-
цессе.

Из определения (64) и правила баланса весов нетрудно заметить, что независи-
мо от выбора веса элементарного объема, веса плотности внутренней энергии и веса
плотности энтропии следует7

w.g.t (θ) = w.g.t

 �U
�
S

 = w.g.t

�1U
�
1S

 = 0.

Последовательность равенств (6) немедленно приводит заинтересованного читателя к
фундаментальному утверждению, что абсолютная температура является абсолютным
инвариантом, сохраняющим неизменным свое значение при поворотах и отражениях
пространства. Последнее обстоятельство подтверждает принципиальную нереализуе-
мость приписывания какого-бы то ни было алгебраического веса абсолютной термоди-
намической температуре. Последнее обстоятельство обусловлено различной природой
внутренней энергии (аддитивность) и температуры (неаддитивность).

В термомеханике широко используется еще одни термодинамический потенциал
— свободная энергия Гельмгольца. Минуя статистический смысл свободной энергии,
приписывая ей отрицательный знак, введем с помощью преобразования Лежандра
внутренней энергии

−ψ(ε·ji· ,
[+1]
κ ·ji· , θ) = θs− u(ε·ji· ,

[+1]
κ ·ji· , s), θ =

∂u

∂s
. (68)

Преобразование Лежандра и его основные свойства подробно изложены, например, в
монографии [53, c. 155–157].

На основания инволютивности преобразования Лежандра, получим

u(ε·ji· ,
[+1]
κ ·ji· , s) = θs− (−ψ(ε·ji· ,

[+1]
κ ·ji· , θ)), s = −∂ψ

∂θ
, (69)

откуда следует

s = s(ε·ji· ,
[+1]
κ ·ji· , θ), s = −∂ψ

∂θ
. (70)

7. Уравнение теплопроводности и определяющие уравнения для гемит-
ропных микрополярных тел Учитывая правило баланса весов, замену (65) и,
дополнительно принимая следующие обозначения для контролируемого производства

6Положительность абсолютной температуры может быть доказана, исходя из канонического рас-
пределения Гиббса для ансамбля элементарных термодинамических систем. Отметим, что неравен-
ство (67) запрещает любые изменения термодинамической температуры при зеркальных отражениях
трехмерного пространства, что собственно следует из w.g.t (θ) = 0, и, кроме всего прочего, говорит
о невозможности приписать температуре как бы то ни было нечетный алгебраический вес.

7В данном контексте подразумевается, что плотности берутся в расчете на единицу объема.
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энтропии и неконтролируемого производства энтропии, в единицу времени в расчете

на единицу элементарного объема
�
dτ), соответственно:

�
Σ =

�
ρσ,

�
Ξ =

�
ρξ, (71)

мультивесовое псевдоскалярное уравнение баланса энтропии в рамках предлагаемой
к рассмотрению схемы исследования принимает вид

∂·
�
S = −∇j

�
J j +

�
Σ +

�
Ξ, (72)

где
�
J j — псевдовектор потока энтропии.

Принимая далее связь объемной и массовой плотностей свободной энергии Гельм-
гольца ψ в виде:

�
Ψ(ε(kl),

[+1]
κ (kl),

[+1]
ϕ i, κi, s) =

�
ρψ(ε(kl),

[+1]
κ (kl),

[+1]
ϕ i, κi, s), (73)

получим приведенное уравнение баланса энергии в обозначениях (65), (71) и (73):

− (∂·
�
Ψ +

�
S∂·θ) +

�
t (ij)∂·ε(ij) +

�
µ(ik)∂·

[+1]
κ (ik)

+
�
τ i∂·

[+1]
ϕ i +

�
µi∂·κi − θ−1

�
hi∇iθ =

�
Ξθ .

(74)

Здесь ∂· — производная по времени при фиксированных координатах xk. В приближе-
нии малых деформаций мы считаем ȧ = ∂·a. Отметим, что массовые плотности s, ψ, ξ
и σ являются абсолютными скалярами, т.е. не меняются при любых преобразованиях
пространства. В дальнейшем изложении будем полагать отсутствие лучистого тепла,
т.е. σ = 0.

Следствием второго закона термодинамики для гемитропных микрополярных тел,
термомеханические характеристики микро- и наноструктурных состояний которых
чувствительны к зеркальным отражениям трехмерного пространства, являются опре-
деляющие псевдотензорные уравнения:

�
t (ij) =

∂
�
Ψ

∂ε(ij)
,
�
µ(ik) =

∂
�
Ψ

∂
[+1]
κ (ik)

,

�
τ i =

∂
�
Ψ

∂
[+1]
ϕ i

,
�
µi =

∂
�
Ψ

∂κi
,

�
S = −∂

�
Ψ

∂θ
,

�
J j =

�

J j(∇k ln θ).

(75)

В определяющих уравнениях (75) алгебраические веса, проставленные через запя-

тую, соответствуют элементам объема: естественному
[−1]

dτ , дублетному
[+1]

dτ и инвари-
антному dτ .

Для неконтролируемого производства энтропии справедливо следующая цепочка
равенств

�
Ξ = −θ−2

�
hj∇jθ = −θ−1

�

J j∇jθ = −
�

J j(∇k ln θ)∇j ln θ. (76)
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Нелинейное уравнение теплопроводности получим подстановкой определяющих
уравнений (75) в уравнение баланса энтропии (72), учитывая

θ
�

J j =
�
hj .

В силу абсолютной инвариантности температуры веса потока тепла и энтропии сов-
падают.

В итоге получим

∂
�
S

∂ε(ij)
∂·ε(ij) +

∂
�
S

∂
[+1]
κ (ik)

∂·
[+1]
κ (ik) +

∂
�
S

∂
[+1]
ϕ i

∂·
[+1]
ϕ i+

+
∂
�
S

∂κi
∂·κi +

∂
�
S

∂θ
∂·θ = −θ−1∇j

�
hj .

(77)

Примем линеаризованную по функциональным аргументам свободную энергию
Гельмгольца для анизотропного микрополярного термоупругого континуума в виде

�
Ψ =

�
E
I

(ik)(lm)ε(ik)ε(lm) +
�
E
II

(ik)(lm)[+1]
κ (ik)

[+1]
κ (lm)+

+
�
E
III

(ik)(lm)ε(ik)

[+1]
κ (lm) +

�
E
IV

(ik)·
·l ε(ik)

[+1]
ϕ l +

�
E
V

(ik)·
·l

[+1]
κ (ik)

[+1]
ϕ l+

+
�
E
VI

(ik)lε(ik)κl +
�
E
VII

(ik)l[+1]
κ (ik)κl +

�
E

VIII
(il)

[+1]
ϕ i[+1]

ϕ l +
�
E
IX

(il)κiκl+

+
�
E
X

·l
i·

[+1]
ϕ iκl +

�
E
XI

(ik)ε(ik)θ +
�
E
XII

(ik)[+1]
κ (ik)θ+

+
�
E

XIII
i
[+1]
ϕ iθ +

�
E

XIV

iκiθ +
�
E
XV
θ2 ,

(78)

где
�
E
I

(ik)(lm),
�
E
II

(ik)(lm),
�
E
III

(ik)(lm),
�
E
IV

(ik)·
·l ,

�
E
V

(ik)·
·l ,

�
E
VI

(ik)l,
�
E
VII

(ik)l,
�
E

VIII
(il),

�
E
IX

(il),
�
E
X

·l
i·,
�
E
XI

(ik),
�
E
XII

(ik),
�
E

XIII
i,
�
E

XIV

i,
�
E
XV

— определяющие мультивесовые псевдотензоры анизотропного
микрополярного термоупругого континуума; � = �− 1 = �− 2; θ → θ − θ0 — малый
температурный инкремент (считается малой первого порядка); θ0 — референциальная
температура.

Мультивеса определяющих псевдотензоров анизотропного микрополярного термо-
упругого континуума нетрудно определить, используя правило баланса весов, из вы-
ражения для свободной энергии Гельмгольца. В самом деле:

w.g.t (E
I

(ik)(lm)) = �; w.g.t(E
II

(ik)(lm)) = �; w.g.t(E
III

(ik)(lm)) = �;

w.g.t(E
IV

(ik)·
·l ) = �; w.g.t(E

V

(ik)·
·l ) = �; w.g.t(E

VI

(ik)l) = �;

w.g.t(E
VII

(ik)l) = �; w.g.t( E
VIII

(il)) = �; w.g.t(E
IX

(il)) = �;

w.g.t(E
X

·l
i·) = �; w.g.t(E

XI

(ik)) = �; w.g.t(E
XII

(ik)) = �;

w.g.t( E
XIII

i) = �; w.g.t( E
XIV

i) = �; w.g.t(E
XV

) = �;

(79)
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Определяющие уравнения (75), соответствующие квадратичной форме свободной
энергии Гельмгольца (78), принимают вид:

�
t (ik) = 2

�
E
I

(ik)(lm)ε(lm) +
�
E
III

(ik)(lm)[+1]
κ (lm)+

+
�
E
IV

(ik)·
·l

[+1]
ϕ i +

�
E
VI

(ik)lκl +
�
E
XI

(ik)θ ,

�
µ(ik) = 2

�
E
II

(ik)(lm)[+1]
κ (lm) +

�
E
III

(lm)(ik)ε(lm)+

+
�
E
V

(ik)l[+1]
ϕ l +

�
E
VII

(ik)lκl +
�
E
XII

(ik)θ ,

�
τ i = 2

�
E

VIII
(il)

[+1]
ϕ l +

�
E
X

·l
i·κl +

�
E
IV

(lm)·
· · i ε(lm) +

�
E
V

(lm)·
· · i κ(lm) +

�
E

XIII
i θ ,

�
µi = 2

�
E
IX

(il)κl +
�
E
X

·i
l·

[+1]
ϕ l +

�
E
VI

(lm)iε(lm) +
�
E
VII

(lm)i[+1]
κ (lm) +

�
E

XIII

i θ ,

�
S = −

�
E
XI

(ik)ε(ik) −
�
E
XII

(ik)[+1]
κ (ik) −

�
E

XIII
i
[+1]
ϕ i −

�
E

XIV

iκi −
�
E
XV
θ .

(80)

В качестве закона теплопроводности примем линейный закон Фурье

�
hk = −

�
E

XVI

ki∇iθ, (81)

где
�
E

XVI

ki — псевдотензор коэффициентов теплопроводности. Отметим, что в (81) ком-

поненты псевдотензора коэффициентов теплопроводности
�
E

XVI

ki, вообще говоря, про-
являют чувствительность к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного про-
странства.

После линеаризации уравнения теплопроводности (77) с учетом (80) и (81) оконча-
тельно получим

�
E
XI

(ij)∂·ε(ij) +
�
E
XII

(ij)∂·
[+1]
κ (ij) +

�
E

XIII
i ∂·

[+1]
ϕ i+

+
�
E

XIV

i ∂·κi + θ−1
0

�
C∂·θ = θ−1

0

�
E

XVI

js∇j∇sθ ,

где
�
C =

�
ρc, c — теплоемкость в расчете на единицу массы (specific heat).

Для гемитропного микрополярного термоупругого тела определяющие тензоры и
псевдотензоры четвертого ранга примут вид [54]

�
E
I

(ik)(lm) =
�
A
I
gikglm +

�
C
I
gilgkm ,

�
E
II

(ik)(lm) =
�
A
II
gikglm +

�
C
II
gilgkm ,

�
E
III

(ik)(lm) =
�
A
III
gikglm +

�
C
III
gilgkm ,

(82)
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определяющие тензоры и псевдотензоры третьего и первого ранга равны нулю:

�
E
IV

(ik)·
·l =

�
E
V

(ik)·
·l =

�
E
VI

(ik)l =
�
E
VII

(ik)l =
�
E

XIII
i =

�
E

XIV

i = 0 , (83)

определяющие тензоры и псевдотензоры второго ранга оказываются шаровыми:

�
E

VIII
(il) =

�
B

VIII
gil,

�
E
IX

(il) =
�
B
IX
gil,

�
E
X

·l
i· =

�
B
X
g ·li·,

�
E
XI

(ik) =
�
B
XI
gik,

�
E
XII

(ik) =
�
B
XII
gik.

(84)

Кроме того, для гемитропного тела шаровым оказывается псевдотензор коэффи-
циентов теплопроводности:

�
E

XVI

js =
�
λgjs.

Псевдоскаляры нечетного алгебраического веса в (82) и (84), как и коэффициент

теплопроводности
�
λ реагируют на преобразования трехмерного пространства, меня-

ющие его ориентацию на противоположную. То же самое касается и теплоемкости
�
C.

8. Псевдотензорные формулировки уравнений динамики микрополяр-
ной термоупругости Уравнения динамики микрополярного континуума, как было
показано в разделе 5 настоящей статьи, можно получить из вариационного принципа
виртуальных перемещений.

Определяющие уравнения гемитропной микрополярной среды записываются в при-
нятых обозначениях можно принять в виде [18]:

�
t (is) = 2

�
G
(
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

)
ε(lm)+

+
�
G

[−1]

L (c4g
isglm

[+1]
κ (lm) + c5

[+1]
κ (is))− 2

�
Gα
∗

1 + ν

1− 2ν
θ,

�
µ(is) = 2

�
G

[−1]

L
[−1]

L (c3gisglm + gilgsm)
[+1]
κ (lm)+

+
�
G

[−1]

L (c4gisg
lmε(lm) + c5ε(is))− 2

�
G

[−1]

L
[−1]

L
[+1]

β
∗
θ,

�
τ i = 2

�
G

[−2]

c 1gis
[+1]

ϕ s +
1

2

�
G

[−1]

L c6κi,

�
µi = 2

�
G

[−1]

L
[−1]

L
[+2]

c 2 g
isκs +

1

2

�
G

[−1]

L c6

[+1]

ϕ i,

(85)

где
�
G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона;

[−1]

L — характерная микродлина;
c1, c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие физической размерности псевдоскаляры; α

∗
— ко-

эффициент линейного теплового расширения;
[+1]

β
∗

— коэффициент теплового изгиба–

кручения (см. [18,21]).
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Возвращаясь к записи в терминах асимметричных псевдотензоров силовых и мо-
ментных напряжений получим

�
t is =

�
G
[
(1 + c1)∇ius + (1− c1)∇sui + 2ν(1− 2ν)−1gis∇kuk−

− 2c1eisl
[+1]

φ l +
[−1]

L c4gis∇l
[+1]

φ l +
[−1]

L c5∇(i

[+1]

φ s) −
1

2

[−1]

L c6∇[i

[+1]

φ s] − 2α
∗

1 + ν

1− 2ν
θ
]
,

�
µis =

�
G

[−1]

L
[−1]

L
[
(1 + c2)∇i

[+1]

φ s + (1− c2)∇s
[+1]

φ i + 2c3gis∇l
[+1]

φ l+

+
[−1]

L
(
c4gis∇lul + c5∇(ius) −

1

2
c6∇[ius] +

1

2
c6εisl

[+1]

φ l
)
− 2

[+1]

β
∗
θ
]
.

(86)
Подставив полученные определяющие уравнения (86) в уравнения динамики (61),

дополнив их уравнением теплопроводности [40,41] для гемитропного микрополярного
тела получим замкнутую систему дифференциальных уравнений:

�
G[(1 + c1)∇s∇sui + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇kuk + 2

[−2]
c 1ε

ikl∇k
[+1]

φ l+

+
[−1]

L c′4∇i∇k
[+1]

φ k +
[−1]

L c′5∇k∇k
[+1]

φ i]− 2
�
Gα
∗

1 + ν

1− 2ν
∇iθ = −

�
ρ(f i − ∂··ui),

�
G

[−1]

L
[−1]

L [(1 + c2)∇s∇s
[+1]

φ i + (1− c2 + 2c3)∇i∇k
[+1]

φ k+

+
[−1]

L −1c′4∇i∇kuk +
[−1]

L −1c′5∇k∇kui +
[−1]

L −1c′6εisl∇s
[+1]

φ l]−

− 2
�
G

[−2]
c 1(2

[+1]

φ i − e2εiklg
ks∇sul)− 2

�
G

[−1]

L
[−1]

L
[+1]

β
∗
∇iθ = −

�
ρ(

[−1]

l i −
[−2]

I ∂··
[+1]

φ i),

�
λ∇s∇sθ − c

�
ρ∂·θ − 2

�
Gα
∗

1 + ν

1− 2ν
θ0∇s∂·us − 2

�
G

[−1]

L
[−1]

L
[+1]

β
∗
θ0∇s∂·

[+1]

φ s= 0,

(87)

где
�
λ — коэффициент теплопроводности, c — теплоемкость на единицу массы. В этом

случае характерная микродлина L и модуль сдвига G являются псевдоскалярами
нечетного алгебраического веса.

9. Детерминирование весов определяющих скаляров в гемитропном
теле. Полученная в предыдущем разделе настоящей статьи система дифференци-
альных уравнений демонстрирует важное свойство термомеханических характеристик
гемитропных микрополярных термоупругих тел — определяющие постоянные, име-
ющие физическую размерность, оказываются псевдоскалярами нечетного алгебраи-
ческого веса, т.е. проявляют чувствительность к преобразованиям трехмерного про-
странства, меняющим его ориентацию на противоположную. К таким псевдоскалярам

относятся: модуль сдвига
�
G, зависящий от алгебраического веса псевдоинвариантного

элемента площади, и характерная микродлина
[−1]

L , вес которой определяется весом

псевдовектора спинорных перемещений, а также коэффициент теплопроводности
�
λ и

массовая плотность �ρ.
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Следует отметить, что указанные выше псевдоскаляры ковариантно постоянны,

т.е., например, для модуля сдвига
�
G и характерной микродлины

[−1]

L будут выполнены
следующие дифференциальные условия

∇k
�
G =

�
0, ∇k

[−1]

L =
[−1]

0 , (88)

или

∂k
�
G−�

�
G

[−1]

1 ∂k
[+1]

1 =
�
0,

∂k
[−1]

L + 1
[−1]

L
[−1]

1 ∂k
[+1]

1 =
[−1]

0 ,

(89)

а также ∂k(ln |
�
G| −� ln |

[+1]

1 |) =
�
0,

∂k(ln |
[−1]

L | − ln |
[+1]

1 |) =
[−1]

0 .

(90)

Интегрируя полученные уравнения (90), заключаем, что
�
G = e�G =

�
1G,

[−1]

L = e−1L =
[−1]

1 L, (91)

где G и L — абсолютные инварианты, более того, абсолютные скалярные величины.

10. Заключение и выводы. В работе получены мультивесовые формулировки
уравнений теории гемитропной микрополярной термоупругости.

(1) Получена мультивесовая формулировка уравнений динамики и уравнения теп-
лопроводности для гемитропного микрополярного термоупругого тела осно-
ванные на абсолютной ивариантности: трансляционных перемещений, массы,
силы, механической работы, количества тепла. Развитие теории проводилось
в терминах контравариантного псевдовектора спинорных перемещений поло-
жительного нечетного веса.

(2) Рассмотрены мильтивесовые варианты тензорных элементов площади и объе-
ма. Исследовано влияние мультивесов тензорных элементов площади и объема
на веса объемных плотностей: внутренней энергии, энтропии, массовой плот-
ности, теплового потока, контролируемого и неконтролируемого производства
энтропии, а также — на веса связанных с ними определяющих псевдоскаляров.

(3) Выведен фундаментальный принцип абсолютной инвариантности абсолютной
термодинамической температуры, обусловленный правилом частного для ал-
гебраических весов плотности внутренней энергии и плотности энтропии.

(4) Вычислены веса коэффициента микроэнерции и момента пары сил.
(5) Получены условия детерминирования алгебраических мультивесов определя-

ющих псевдотензоров и псевдоскаляров с целью исследования их изменчиво-
сти при зеркальных преобразованиях трехмерного пространства.

Таблица 1. Фундаментальные псевдотензоры, ассоциированные
с алгеброй и геометрией трехмерного пространства.

терминологическое обозначение символьное
обозначение вес (weight)
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пространственный ковариантный
базисный вектор

(spatial covariant base vector)
ı
s
(s = 1, 2, 3) 0

отсчетный ковариантный
базисный вектор

(referential covariant base vector)
8ı
α

(α = 1, 2, 3) 0

пространственные (Эйлеровы) координаты
(spatial (Eulerian) coordinates) xs(s = 1, 2, 3) 0

отсчетные (Лагранжевы) координаты
(referenеtial (Lagrangian) coordinates) Xα(α = 1, 2, 3) 0

фундаментальный
ориентирующий псевдоскаляр e +1

псевдоскалярная единица
положительного веса

[+1]

1 = e +1

псевдоскалярная единица
отрицательного веса

[−1]

1 = e−1 −1

контравариантные символы
перестановок εijk +1

ковариантные символы
перестановок εijk −1

специальные символы
перестановок положительного веса

[+1]
ε ·p·i·k +1

специальные символы
перестановок отрицательного веса

[−1]
ε ·p·i·k −1

специальные символы
перестановок положительного веса

[+1]
ε i·k
·p· +1

специальные символы
перестановок отрицательного веса

[−1]
ε i·k
·p· −1

набла Гамильтона ∇i 0

отсчетный метрический тензор 8gασ 0

метрический тензор gij 0

фундаментальный тензор gij 0

двухточечные g–символы
(two-point g–symbols) g·αs = ı

s
· 8αı , g·sα = 8ı

α
· sı . 0

детерминант метрического тензора g +2

тензорный элемент объема
(tensor volume element) dτmns 0

естественный элемент объема
(natural volume element)

[−1]

dτ 123 =
[−1]

dτ −1

дублетный элемент объема
(dublet volume element)

[+1]

dτ 123 =
[+1]

dτ +1
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инвариантный элемент объема
(invariant volume element) dτ 0

тензорный элемент
площади поверхности
(tensor element of area)

dτ ij 0

псевдовекторный элемент
площади поверхности

(pseudovector element of area)

[−1]

dAk −1

псевдовекторный элемент
площади поверхности

(pseudovector element of area)

[+1]

dAk +1

векторный элемент
площади поверхности
(vector element of area)

dAk 0

инвариантный элемент
площади поверхности

(invariant element of area)
dS 0

естественный элемент
площади поверхности
(natural element of area)

[−1]

dAk +1

дублетный элемент
площади поверхности
(natural element of area)

[+1]

dAk +1
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Таблица 2. Основные псевдотензоры микрополярной термоме-
ханики.

терминологическое обозначение символьное обозначение вес
[−1]
dτ

[+1]

dτ dτ

вектор перемещений uk 0 0 0

тензор дисторсии x·sα 0 0 0

модуль дисторсии |x|ασ 0 0 0

двухточечный тензор
конечного поворота λsσ 0 0 0

одноточечный Эйлеров
тензор поворота λsm 0 0 0

угол поворота φ 0 0 0

псевдовектор спинорных перемещений φi +1 +1 +1

псевдовектор вихря поля
трансляционных перемещений ωh +1 +1 +1

псевдовекторы относительного
микроповорота ϕi +1 +1 +1

тензор деформации изгиба–кручения κ·si· +1 +1 +1

сопутствующий вектор
деформации изгиба–кручения κi 0 0 0

ассимметричный тензор деформаций εij 0 0 0

тензор малых деформаций ε(ij) 0 0 0

масса m 0 0 0

плотность ρ +1 −1 0

термодинамическая температура θ 0 0 0

количество тепла Q 0 0 0

работа A 0 0 0

псевдовектор потока энтропии Jj +1 −1 0

псевдовектор потока тепла hj +1 −1 0

массовая плотность
внутренней энергии u 0 0 0

массовая плотность
свободной энергии Гельмгольца ψ 0 0 0

массовая плотность
энтропии s 0 0 0

массовая плотность
контролируемого производства энтропии σ 0 0 0

массовая плотность
неконтролируемого производства энтропии ξ 0 0 0
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объемная плотность
внутренней энергии U +1 −1 0

объемная плотность
свободной энергии Гельмгольца Ψ +1 −1 0

объемная плотность
энтропии S +1 −1 0

объемная плотность
контролируемого производства энтропии Σ +1 −1 0

объемная плотность
неконтролируемого производства энтропии Ξ +1 −1 0

поверхностные силы tk +1 −1 0

тензор силовых напряжений tik +1 −1 0

объемные силы Xk +1 −1 0

массовые силы fk 0 0 0

плечо пары сил d −1 −1 −1

поверхностные моменты mk 0 −2 −1

тензор моментных напряжений µi··k 0 −2 −1

ассоциированный вектор
моментных напряжений µi +1 −1 0

ассоциированный вектор
силовых напряжений τk 0 −2 −1

объемные моменты Y k 0 −2 −1

массовые моменты lk −1 −1 −1

коэффициент микроинерции = −2 −2 −2
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Таблица 3. Определяющие псевдотензоры и псевдоскаляры ге-
митропной микрополярной термоупругости.

терминологическое обозначение символьное обозначение вес
[−1]
dτ dτ

[+1]

dτ

определяющий тензор I
(first constitutive tensor) E

I

(ik)(lm) +1 0 −1

определяющий тензор II
(first constitutive tensor) E

II

(ik)(lm) −1 −2 −3

определяющий тензор III
(first constitutive tensor) E

III

(ik)(lm) 0 −1 −2

определяющий тензор IV
(first constitutive tensor) E

IV

(ik)·
·l 0 −1 −2

определяющий тензор V
(first constitutive tensor) E

V

(ik)·
·l −1 −2 −3

определяющий тензор VI
(first constitutive tensor) E

VI

(ik)l +1 0 −1

определяющий тензор VII
(first constitutive tensor) E

VII
(ik)l 0 −1 −2

определяющий тензор VIII
(first constitutive tensor) E

VIII
(il) −1 −2 −3

определяющий тензор IX
(first constitutive tensor) E

IX

(il) +1 0 −1

определяющий тензор X
(first constitutive tensor) E

X

·l
i· 0 −1 −2

определяющий тензор XI
(first constitutive tensor) E

XI

(ik) +1 0 −1

определяющий тензор XII
(first constitutive tensor) E

XII

(ik) 0 −1 −2

определяющий тензор XIII
(first constitutive tensor) E

XIII
i 0 −1 −2

определяющий тензор XIV
(first constitutive tensor) E

XIV

i +1 0 −1

определяющий тензор XV
(first constitutive tensor) E

XV
+1 0 −1

модуль сдвига G +1 0 −1

коэффициент Пуассона ν 0 0 0

характерная микродлина L −1 −1 −1

определяющий скаляр i c1 0 0 0

определяющий скаляр ii c2 0 0 0

определяющий скаляр iii c3 0 0 0

определяющий скаляр iv c4 0 0 0

определяющий скаляр v c5 0 0 0

определяющий скаляр vi c6 0 0 0
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коэффициент линейного
теплового расширения α

∗
0 0 0

коэффициент теплового
изгиба–кручения

[+1]

β
∗

+1 +1 +1

коэффициент теплопроводности λ +1 0 −1

теплоемкость на единицу массы c 0 0 0

теплоемкость на единицу объема C +1 0 −1
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[13] Nowacki W. Theory of micropolar elasticity. Berlin: Springer. Berlin: Springer Science & Business

Media, 1972.
[14] Besdo D. A contribution to the nonlinear theory of the Cosserat-continuum // Acta Mechanica. 1974.

Vol. 20. P. 105–131.
[15] Nowacki W. Theory of Asymmetric Elasticity. Oxford, New York, Toronto, Sydney, Paris, Frankfurt:

Pergamon Press, 1986. viii+383 p.
[16] Dyszlewicz J. Micropolar Theory of Elasticity. Lecture Notes in Applied and Computational

Mechanics. Berlin: Springer Science & Business Media, 1986. xv+345 p.
[17] Maugin G. A. Non-classical continuum mechanics. Springer, 2017. 102 p.
[18] Радаев Ю. Н. Правило множителей в ковариантных формулировках микрополярных теорий

механики континуума // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2018. Т. 22. С. 504–
517. URL: http://mi.mathnet.ru/vsgtu1635.
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[49] Poincaré H. Analysis situs // J. Ecole Polytech. Vol. 1. P. 1–123.
[50] Гюнтер Н. М. Курс вариационного исчисления. М., Л.: Гостехтеоретиздат, 1941. 308 с.
[51] Гельфанд И. М., Фомин С. В. Вариационное исчисление. М.: Физматгиз, 1961. 228 с.
[52] Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. О формулировках краевых условий в задачах синтеза тканых

3D материалов // Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. ИЯ
Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. 2021. № 1(47). с. 114–121.

[53] Радаев Ю. Н. Пространственная задача математической теории пластичности. Самара: Самар-
ский университет, 2006. 340 с.

[54] Jeffreys H. Cartesian Tensors. Cambridge: Cambridge University Press, 1931. 101 p.



118 Е. В. МУРАШКИН, Ю.Н. РАДАЕВ

E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

MULTIWEIGHTS THERMOMECHANICS OF HEMITROPIC MICROPOLAR
SOLIDS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The article is devoted to the problems of determining the algebraic weights of micro-
and nanoscale multi-weight characteristics of the hemitropic micropolar thermomechanics. The
fundamental concepts of pseudoinvariant volume and area elements of odd integer weights in three-
dimensional space are discussed. The developing theory of hemitropic micropolar thermoelasticity is
formulated in terms of a contravariant pseudovector of spinor displacements of a positive odd weight
with the fundamental principle of the absolute invariance of absolute thermodynamic temperature,
mass and mass densities of: entropy, internal energy, Helmholtz free energy, controlled and
uncontrolled entropy production. Multi-weight pseudotensor formulations of wireless transmission
principles and a reduced energy balance equation are proposed. Multiweights formulas for pseudo-
vector differential equations of statics and dynamics of a hemitropic thermoelastic body are
obtained and analyzed. The problem of mutual influence of algebraic weights of constitutive
pseudoscalars are discussed in order to take into account their transformations as a result of the
transformation of three-dimensional space, changing the orientation of the coordinate basis to the
opposite.

Keywords: algebraic weight, pseudotensor, nanoscale, microscale, heat conduction, micropolarity,
tensor volume element, multiweight formulation, heat flux pseudovector, mirror reflection,
hemitropic solid
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