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Аннотация. В настоящей работе рассматривается способ построения мультивесовой теории
поверхностного роста в терминах псевдотензоров. Предлагаемая к рассмотрению математиче-
ская теория существенным образом опирается на достижения современного псевдотензорного
исчисления. Приводятся определения миультивесовых псевдотензорных элементов площади и
объема. Выводится общая мультивесовая форма псевдотензорного соотношения на растущей
поверхности, при учете дополнительного выделенного направления. Определяется необходи-
мая система независимых мультивесовых псевдотензорных аргументов определяющей псев-
дотензорной функции на поверхности наращивания. Определяется полный мультивесовой
набор совместных рациональных псевдоинвариантов псевдотензоров силовых и моментных
напряжений. Дается псевдоинвариантно–полная формулировка определяющих соотношений
на поверхности наращивания.
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Введение. Аддитивное производство материалов и конструкций слож-
ной формы (ламинирование, фотополимеризация, стереолитография, экстру-
зия, намотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и
послойное отверждение) требуют развития неклассических моделей механики
деформируемого твердого тела [1]. Указанные технологические процессы яв-
ляются синтезом изделий путем последовательного добавления материала на
поверхность произвольной формы. При этом, механические характеристики, ис-
пользуемых материалов и итоговых изделий зачастую проявляют чувствитель-
ность к изменению ориентации внешнего пространства. Решение прикладных
задач поверхностного наращивания твердого тела является сложной и трудоем-
кой процедурой [2–5]. Существенной особенностью постановки таких краевых
задач в рамках механики роста является задание краевых условий на грани-
це раздела между исходным материалом и добавляемой частью [4, 5]. Модели
поверхностного наращивания [4, 5] могут быть обобщены на случай микропо-
лярных тел в терминах псевдотензоров [6–9]. В настоящей работе обсуждается
процедура получения мультивесовой пседотензорной формулировки краевых
условий на поверхности наращивания. Основы алгебры и анализа псевдотен-
зорных полей изложены в руководствах по тензорному исчислению [10–18].

1. Псевдотензорные элементы объема и площади в трехмерном
пространстве. В настоящей статье будем использовать терминологию и поня-
тия современной геометрии и тензорного анализа [13,17,19]. В дальнейшем из-
ложении, где это не очевидно, сверху корневого символа псевдотензора в квад-
ратных скобках будем отмечать его вес, а снизу в круглых скобках его ранг.
Нулевой вес абсолютных тензоров и веса некоторых фундаментальных псевдо-
тензоров в обозначениях отражаться не будут. Зададим функцию w.g.t равную
весу псевдотензора, на который действует эта функция, т.е. для псевдотензора
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s+ r имеем

w.g.t
� [g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

�
= g.

Псевдотензор
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s + r с помо-

щью степеней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютному
тензору того же ранга согласно

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr =

[�g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (1)

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights
balance rule) [20–22]. Действительно, имеем

w.g.t
⇣
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

⌘
= w.g.t

⇣[�g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

⌘
= �g + g = 0.
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Псевдоскалярные единицы и фундаментальный ориентирующий псевдоска-
ляр определяются согласно следующим соотношениям [23]:

e = ı
1
· (ı

2
⇥ ı

3
),

[+1]

1 = e,
[�1]

1 = e�1 , (2)

где ı
1
, ı
2
, ı
3

векторы ковариантного ортогонального базиса в трехмерном Евкли-
довом пространстве.

Целые степени псевдоскалярных единиц обладают свойством ковариантного
постоянства, т. е.

rk

[±g]

1 =
[±g]

0 ,

где rk � оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.
Символы перестановок Леви–Чивита являются фундаментальными псевдо-

тензорами, непосредственно связанными с ориентацией трехмерного простран-
ства, позволяющими разделить правые и левые тройки базисных векторов со-
гласно правилу

✏ijk = ✏ijk =

8
><

>:

+1, для троек i, j, k = 123, 231, 312;

�1, для троек i, j, k = 132, 213, 321;

0, во всех остальных случаях.
(3)

Отметим, символы перестановок обладают аномальными свойствами, нару-
шающими общепринятые в псевдотензорной алгебре соглашения. Во-первых
они являются одновременно ковариантным псевдотензором третьего ранга
нечетного алгебраического веса �1 и контравариантным псевдотензором тре-
тьего ранга нечетного алгебраического веса +1. Последнее, в силу (3), может
быть выражено соотношением

[�1]
✏ lsk =

[+1]
✏ lsk.

Во-вторых, для символов перестановок необходимы специальные правила, по
которым следует поднимать/опускать индексы:

[�1]
✏ ijk =

[�2]

1 gilgjsgkr
[+1]
✏ lsr,

[+1]
✏ ijk =

[+2]

1 gilgjsgkr
[�1]
✏ lsr. (4)

Символы перестановок позволяют ввести тензорные элементы объема наи-
более простым и понятным способом, что соответствует подходу, предложен-
ному Пуанкаре [24, 25], без привлечения теории внешних дифференциальных
форм [26–29]. Заметим, что литературный поиск показывает ограниченное ко-
личество работ, обсуждающих указанное обстоятельство. Тензорный элемент
объема в трехмерном пространстве можно принять в форме

d⌧mns =
[�1]

d⌧ 123[+1]
✏ mns, (5)
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где
[�1]

d⌧ 123 � естественный элемент объема,1 представляющий собой псевдоска-
ляр веса �1, который определяется следующим образом

[�1]

d⌧ 123 = dx1dx2dx3. (6)

Опустив в формуле (5) индексы, т. е. применив правило жонглирования ин-
дексами для символов перестановок (4), определим ковариантный тензорный
элемент объема в виде

d⌧mns =
[+2]

1
[�1]

d⌧ 123[�1]
✏mns =

[+1]

d⌧123
[�1]
✏mns, (7)

где
[+1]

d⌧123 � дублетный элемент объема [13], представляющий собой псевдоска-
ляр веса +1.

С помощью псевдоскаляров
[�1]

d⌧ 123,
[+1]

d⌧123 и псевдоскалярных единиц
[⌥1]

1 мож-
но образовать абсолютный скаляр d⌧ , являющийся инвариантным элементом
объема

d⌧ =
[+1]

1
[�1]

d⌧ 123 =
[�1]

1
[+1]

d⌧123.

В дальнейшем изложении примем упрощенные обозначения для псевдоинва-
риантных элементов объема

[�1]

d⌧ =
[�1]

d⌧ 123,
[+1]

d⌧ =
[+1]

d⌧123.

Аналогичным способом, с тем различием, что рассуждения (5) должны быть
проведены для двумерной поверхности, задаются псевдоинвариантные элемен-
ты площади

[�1]

A =
[�1]

A 12,
[+1]

A =
[+1]

A12.

Введем в рассмотрение мультивесовые характеристики [32–34], принимающие
дискретные значения в зависимости от используемого элемента объема, т.е.:

⇥ =

8
>>><

>>>:

+1, для
[+1]

d⌧ ;

0, для d⌧ ;

�1, для
[�1]

d⌧ ;

⇥ =

8
>>><

>>>:

+1, для
[+1]

dA;

0, для dA;

�1, для
[�1]

dA.

(8)

⇤ =

8
>>><

>>>:

�1, для
[+1]

d⌧ ;

0, для d⌧ ;

+1, для
[�1]

d⌧ .

⇤ =

8
>>><

>>>:

�1, для
[+1]

dA;

0, для dA;

+1, для
[�1]

dA.

(9)

1Еще раз заметим, важное значение естественных элементов объема при формулировке
вариационных функционалов физических теорий поля [30, 31].
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� =

8
>>><

>>>:

�2, для
[+1]

d⌧ ;

�1, для d⌧ ;

0, для
[�1]

d⌧ ,

� =

8
>>><

>>>:

�2, для
[+1]

dA;

�1, для dA;

0, для
[�1]

dA.

(10)

Анализирую определения (8)–(10), можно установить

⇥ = �⇤ = ���1.

2. Мультивесовая формулировка краевых условий на поверхно-
сти наращивания. Ранее был предложен способ вывода краевых условий на
поверхности наращивания [6–9], развивающий модели поверхностного роста,
предложенные в работах академика Н.Х. Арутюняна [4] и профессора Г.И. Бы-
ковцева [5]. Определим распространяющуюся поверхность наращивания ⌃ в
трехмерном евклидовом пространстве неявным уравнением

t = ⌧
⇤
(xi). (11)

Отметим, что, в самом общем случае, поверхность наращивания ⌃ может
определяться псевдоскалярной функцией

[g]
⌧
⇤
(xi). В этом случае, как было пока-

зано в работах [], необходимо вести речь о псевдоскалярном времени
[g]

t . Кроме
того, нормаль к поверхности роста следует трактовать как псевдовектор алгеб-
раического веса g. Указанный случай может быть сведен к случаю поверхности,
задающейся абсолютным скалярным полем (11), с использвоанием преобразо-
вания (1).

В дальнейшем, без ограничения общности, будем рассматривать поверхно-
сти ⌃, заданные согласно (11). На мультивесовой псевдоинвариантный элемент

площади
⇥
A такой поверхности с вектором единичной нормали ni действуют

псевдовекторы поверхностных сил
⇤
t и моментов �

m, определяемые через псев-
дотензоры актуальных силовых ⇤

� и моментных �
µ напряжений в соответствии

с мультивесовыми формулами
⇤
t = n · ⇤

�,
�
m = n · �

µ. (12)

Единичный вектор нормали ni к поверхности наращивания ⌃, заданной аб-
солютным скалярным полем (11) направленный в сторону ее распространения,
как отмечалось выше, является абсолютным вектором выселяющимся по фор-
муле

ni = c @i⌧⇤
, c = |r⌧

⇤
|�1 (t = ⌧

⇤
), (13)

где c � линейная скорость распространения поверхности наращивания ⌃ в нор-
мальном направлении nk.

Мультивесовая формулировка краевых условий на поверхности наращива-
ния, подробный вывод тензорных и псевдотензорных формулировок которых
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можно найти в работах [6–9], записывается в виде:

c[rj
⇤
�
⇤
ji(xs) +rj

⇤
Sji +

⇤
X
⇤
i(xs)]� nj@·

⇤
�ji(xs, t) =

⇤
0 (t = ⌧

⇤
+ 0) ; (14)

c[ri
�
µ
⇤

i·
·k(x

s) +ri

�
Mi·

·k � 2
�
⌧
⇤k

+
�
Y
⇤ k]� ni@·

�
µi·
·k(x

s, t) =
�
0 (t = ⌧

⇤
+ 0) ; (15)

⇤
�ij =

tZ

⌧
⇤
+0

[@·
⇤
�ij(xs, t0)]dt0 +

⇤
Sji +

⇤
�
⇤
ij(xs) ; (16)

�
µi·
·k =

tZ

⌧
⇤
+0

[@·
�
µi·
·k(x

s, t0)]dt0 +
�
Mi·

·k +
�
µ
⇤

i·
·k(x

s) ; (17)

⇤
S ij =

⌧
⇤
+0Z

⌧
⇤
�0

[@·
⇤
�ij(xs, t0)]dt0 ; (18)

�
Mi·

·k =

⌧
⇤
+0Z

⌧
⇤
�0

[@·
�
µi·
·k(x

s, t0)]dt0 . (19)

В приведенных выше уравнениях (14)–(19) введены следующие обозначения:
⇤
Sji � мультивесовой интеграл, связанный со скачком силовых напряжений;
⇤
�
⇤
ij(xs) =

⇤
�ij(xs, t)|t=⌧

⇤
(xs)�0 � компоненты тензора напряжений; соответствен-

но, вычисленные в момент t = ⌧
⇤
(xs) � 0 прямо перед включением элемен-

та в основное твердое тело;
⇤
X
⇤
i(xs) =

⇤
X i(xs, t)

��
t=⌧

⇤
(xs)+0

. Момент t = ⌧
⇤
(xs) + 0

соответствует моменту сразу после прикрепления элемента к поверхности на-

ращивания,
�
Mi·

·k � интеграл, связанный со скачком моментных напряжений,
�
µ
⇤

i·
·k(x

s) =
�
µi·
·k(x

s, t)|t=⌧
⇤
(xs)�0 компоненты тензора моментных напряжений, вы-

численные во время t = ⌧
⇤
(xs)� 0.

3. Мультивесовые псевдотензорные функции, связывающие акту-
альные силовые и моментные напряжения с силовыми и моментны-
ми напряжениями в наращиваемом элементе. В процессах аддитивного
производства можно выделить характерные направления на поверхности нара-
щивания 1

|, 2
|. Рассмотрим случай, когда векторы 1

| и 2
| ортогональны. Процесс

наращивания и способы определения необходимых параметров такого процес-
са можно представить в виде схема (см. рис. 1). В этом случае мультивесовые
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“Черный ящик”

⇤
F(

⇤
�,

�
µ,n,

1
|,

2
|, . . .)⇤

�
⇤

⇤
� “Черный ящик”

⇤
K(

⇤
�,

�
µ,n,

1
|,

2
|, . . .)⇤

�
⇤

⇤
�

“Черный ящик”

�
Z(

⇤
�,

�
µ,n,

1
|,

2
|, . . .)�

µ
⇤

�
µ

“Черный ящик”

�
M(

⇤
�,

�
µ,n,

1
|,

2
|, . . .)�

µ
⇤

�
µ

Рис. 1. Идея физического принципа “Черного ящика” в механике наращиваемых тел.

псевдотензорные функции связи силовых ⇤
�
⇤
ij и моментных напряжений �

µ
⇤

i·
·k с

актуальными напряжения и моментами на поверхности наращивания можно
принять в форме

⇤
�
⇤
ij =

⇤
Fij(

⇤
�ij,

�
µi·
·j, nj,

1
|j,

2
|j, . . .),

�
µ
⇤

i·
·j =

�
Zi·
·j(

⇤
�ij,

�
µi·
·j, nj,

1
|j,

2
|j, . . .), (20)

и, если возможно обратно, тогда справедливы соотношения
⇤
�
⇤
ij =

⇤
Kij(

⇤
�ij,

�
µi·
·j, nj,

1
|j,

2
|j, . . .),

�
µ
⇤

i·
·j =

�
Mi·

·j(
⇤
�ij,

�
µi·
·j, nj,

1
|j,

2
|j, . . .), (21)

В мультивесовых соотношениях (20) и (21) требуется экспериментальное

определение неизвестных функций
⇤
Fij,

�
Zi·
·k,

⇤
Kij и

�
Mi·

·k. “Черный ящик” в схеме на
рис. 1 определяет возможные изменения физико-механических параметров на-
пряженно деформированного состояния материала во временном промежутке
от момента создания наращиваемого элемента до момента его присоединения
к основному телу, т.е. во временном интервале ⌧

⇤
� 0  t  ⌧

⇤
+ 0. “Черный

ящик” может быть связан с различными физическими явлениями. В частно-

сти, мультивесовые псевдотензорные функции
⇤
Fij,

�
Zi·
·k,

⇤
Kij и

�
Mi·

·k при аддитив-
ном производстве 3D-материалов могут зависеть от подвижных выделенных
направлений 1

|, 2
| на распространяющейся поверхности наращивания. Физиче-

ский смысл дополнительных направляющих директоров 1
|, 2

| можно трактовать
как: характерные направления укладки волокон в тканых композитных ма-
териалах; направления армирования более жесткими волокнами; направления
наматывания нитей в бобину и т. д. Следует отметить, что при определении

мультивесовых псевдотензорных функций
⇤
Fij,

�
Zi·
·k,

⇤
Kij и

�
Mi·

·k следует учитывать
инвариантность их аргументов к поворотам подвижной системы координат свя-
занной с поверхностью наращивания вокруг единичного вектора нормали nj к
указанной поверхности. В таком случае система совместных псевдоинвариантов
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псевдотензоров ⇤
�, �

µ и абсолютных векторов n, 1
|, 2

|, удовлетворяющих условию
ротационной инвариантности относительно вектора n.

4. Способы построения систем совместных алгебраических отно-
сительных инвариантов тензора второго ранга и вектора. Как видно из
обсуждения в предыдущем разделе, для дальнейшей конкретизации определя-
ющих тензорных функций на поверхности наращивания необходимо определить
систему совместных псевдоинвариантов псевдотензоров ⇤

�, �
µ и абсолютных век-

торов n, 1
|, 2
|. С помощью векторов n, 1

|, 2
| можно определить систему координат,

возможно косоугольную.
Теория построения систем совместных рациональных псевдоинвариантов по-

дробно рассмотрены в монографии проф. Г.Б. Гуревича [13]. Следуя методоло-
гии Г.Б. Гуревича, и, используя теорию Гамильтона–Кэли, обобщенную на слу-
чай псевдотензоров [–cayley]. В рассматриваемом случае систему рациональных
алгебраических мультивесовых псевдоинвариантов псевдотензора силовых ⇤

� и
моментных ⇤

µ напряжений и векторов n, 1
|, 2
| можно составить из всевозможных

скалярных произведений линейно независимых векторов: n, 1
|, 2

|,
⇤
t,

⇤
t?, �

m, �
m?,

2⇤
t
2
,
2⇤
t
2
?, 2�

m
2
, 2�
m
2
?. В дальнейшем будем использовать обозначения

⇤
t ·n = n· ⇤� ·n,

⇤
t
2
·n = n· ⇤� · ⇤� ·n, �

m·n = n·�µ·n, 2�
m
2
·n = n·�µ·�µ·n,

⇤
t ·|s = n· ⇤� ·|s,

�
m·|s = n·⇤µ·|s,

2⇤
t
2
·|s = n· ⇤� · ⇤� ·|s,

2�
m
2
·|s = n·�µ·�µ·|s

(s = 1, 2).

(22)

В мультипликаторе, представленном с помощью табл. 1, указана полная
система искомых рациональных мультивесовых псевдоинвариантов. Однако,
не все мультивесовые псевдоинварианты являются независимыми. Зависимые
псевдоинварианты можно устранить из дальнейшего рассмотрения, найдя соот-
ветствующие сизигии связывающие зависимые псевдоинварианты. Так, напри-
мер, очевидная сизигия a · b = b · a позволяет отбросить псевдоинвариантны
расположенные ниже главной диагонали мультипликатора (см. табл. 1).

Кроме того, совместные алгебраические рациональные инварианты высоких
порядков, включающие кубы и биквадраты псевдотензоров силовых и момент-
ных напряжений также могут быть исключены при использовании алгебраиче-
ской теории Гамильтона–Кэли [13, –cayley].

Таким образом, неприводимая полная система совместных алгебраических
рациональных мультивесовых ротационных псевдоинвариантов может быть
сведена к виду

⇤
t · n,

⇤
t ·

⇤
t,

�
m · n, �

m · �
m,

⇤
t · �

m,
⇤
t1 ·

�
m1. (23)
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5. Определяющие мультивесовые псевдотензорные функции в
специфической ортогональной системе координат. В случае, когда в ка-
честве базисных векторов выбраны n, 1

|, 2
| определяющие мультивесовые псев-

дотензорные функции (20) на поверхности наращивания в терминах полной
системы совместных инвариантов (23) для сужения на двумерный плоский ка-
сательный элемент T тензора ⇤

⌧ , примут вид
⇤
�
⇤
ij =

⇤
Fij(

⇤
t · n,

⇤
t ·

⇤
t,

�
m · n, �

m · �
m,

⇤
t · �

m,
⇤
t1 ·

�
m1). (24)

�
µ
⇤

i·
·j =

�
Zi·
·j(

⇤
t · n,

⇤
t ·

⇤
t,

�
m · n, �

m · �
m,

⇤
t · �

m,
⇤
t1 ·

�
m1). (25)

Для проекций псевдовекторов
⇤
t? и �

m? в касательной плоскости T к поверх-
ности наращивания следует

|
⇤
t?|2 = |

⇤
t1 ·|1|2 + |

⇤
t2 ·|2|2,

| �m?|2 = | �m1 ·|1|2 + | �m1 ·|2|2.
(26)

Квадраты совместных инвариантов и длины векторов (23) и длины проекций

(26) легко вычисляются через актуальные значения
⇤
t и �

m на поверхности нара-
щивания, т.е. через актуальные компоненты силовых и моментных напряжений,
согласно формулам

|
⇤
t · n| = |⇤�33|, |

⇤
t? · |1|2 =

⇤
�2
31, |

⇤
t? · |2|2 =

⇤
�2
32,

| �m · n| = |�µ33|, | �m? · |1|2 =
�
µ2
31, | �m? · |2|2 =

�
µ2
32,

|
⇤
t ·

⇤
t| = |⇤�3s

⇤
�s3| = |⇤�31

⇤
�13 +

⇤
�32

⇤
�23 +

⇤
�2
33|,

| �m · �
m| = |�µ3s

�
µs3| = |�µ31

�
µ13 +

�
µ32

�
µ23 +

�
µ2
33|.

(27)

Определяющие тензорные функции (24) и (25) на поверхности наращивания
с учетом выражений (27) и приняв следующие обозначения для инвариантов,

⇤
I = |⇤�33|,

2⇤
II =

⇤
�2
31 +

⇤
�2
32,

2⇤
III = |⇤�31

⇤
�13 +

⇤
�32

⇤
�23 +

⇤
�2
33|,

�
IV = |�µ33|,

2�
V =

�
µ2
31 +

�
µ2
32,

2�
V I = |�µ31

�
µ13 +

�
µ32

�
µ23 +

�
µ2
33|,

⇤+�
V II = |⇤�33

�
µ33|.

(28)

можно выписать в форме
⇤
�
⇤
ij =

⇤
Fij(

⇤
I,

2⇤
II,

2⇤
III,

�
IV ,

2�
V ,

2�
V I,

⇤+�
V II). (29)

�
µ
⇤

i·
·j =

�
Zi·
·j(

⇤
I,

2⇤
II,

2⇤
III,

�
IV ,

2�
V ,

2�
V I,

⇤+�
V II). (30)
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Граничные условия в форме дифференциальных ограничений на поверхности
наращивания (14), (15) обладают необходимыми свойствами чувствительности
к геометрии поверхности наращивания и характерным направлениям выкладки
материала в процессах намотки нитей или производстве тканных композитов.

6. Заключение. В настоящей работе предложен способ построения муль-
тивесовой теории поверхностного роста в терминах псевдотензоров. Предложен-
ная к рассмотрению математическая теория существенным образом опирается
на достижения современного псевдотензорного исчисления. Обсуждаются опре-
деления миультивесовых псевдотензорных элементов площади и объема. Выве-
дена общая мультивесовая форма псевдотензорного соотношения на растущей
поверхности, при учете дополнительного выделенного направления. Опреде-
лена необходимая система независимых мультивесовых псевдотензорных ар-
гументов определяющей псевдотензорной функции на поверхности наращива-
ния. Определяется полный набор совместных рациональных псевдоинвариан-
тов псевдотензоров силовых и моментных напряжений. Дана псевдоинвариант-
но–полная формулировка определяющих соотношений на поверхности наращи-
вания в специфической системе координат.
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