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Аннотация. Проблема получения непрерывных полей пластических деформаций при ре-
шении задач плоского напряженного состояния, в отличие от плоского деформированного
состояния, характерна для всех моделей идеального упругопластического тела, включающих
кусочно-линейные функции пластичности. Однако в ряде западных научных статей считает-
ся, что только модель идеального упругопластического тела с условием пластичности Треска
неправильно прогнозирует неупругие деформации. В настоящей работе определяются грани-
цы изменения внешних параметров нагрузки, для которых диск будет находиться в упругом
состоянии. Напряжения связаны с упругими деформациями законом Гука. В зависимости
от значений параметров нагрузки пластическая область может зарождаться на внутренней
границе диска, или на внешней границе диска, или на обеих границах одновременно. Рас-
сматриваются разные условия пластичности. Показан вид годографа вектора напряжений.
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Принятые обозначения
0⇢✓z – цилиндрическая система координат;
a – внутренний радиус диска;
b – внешний радиус диска;
E – модуль Юнга;
⌫ – коэффициент Пуассона;
k – предел пластичности при одноосное растяжение;
�⇢, �✓, �z – компоненты тензора напряжений;
�eq – эквивалентное напряжение;
pa – давление на границе ⇢ = a диска;
pb – давление на границе ⇢ = b диска;
m = �!2

gk – безразмерный параметр инерционного воздействия;
! – угловая скорость вращения диска;
� – объемный вес;
g – ускорение свободного падения;
u – радиальная координата вектора перемещений;
ua – радиальное перемещение границы ⇢ = a;
ub – радиальное перемещение границы ⇢ = b;
J2, J3 – квадратичный и кубический основные инварианты девиатора
напряжений.

Введение. В математической теории пластичности, в частности, рассмат-
риваются вопросы, связанные с изучением и применением математических мо-
делей, включающих кусочно-линейные функции пластичности [1–8]. Кусочно-
линейные условия пластичности идеально-пластических тел основаны на функ-
циях пластичности, которые являются линейными относительно главных ком-
понент тензора напряжений. Кроме исторических аспектов теории пластично-
сти, особый интерес к кусочно-линейным условиям пластичности связан с воз-
можностью получения аналитических решений некоторых практически важ-
ных задач. Известно [1–7], что при выборе общего предела пластичности на
одноосное растяжение все поверхности пластичности изотропных несжимаемых
идеально-пластических тел будут расположены между поверхностью пластич-
ности максимального касательного напряжения и поверхностью пластичности
максимального приведенного напряжения.

В настоящей работе рассматриваются условия пластичности с кусочно-линей-
ными функциями и условие пластичности максимальной интенсивности напря-
жений (условие Мизеса). Выбор этих условий пластичности обусловлен тем, что
они наиболее часто выбираются при решении одномерных упруго-пластических
задач [9–11, 15–18, 20]. Выбор нелинейных условий пластичности приводит к не-
обходимости численного решения таких задач [14, 19].

1. Постановка задачи
Рассматривается вопрос о зарождении пластических зон в тонком вращаю-

щемся диске постоянной толщины в процессе изменения нагрузки. Нагрузка
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является комбинированной, определяется условиями на границах диска и уг-
ловой скоростью вращения диска. Задаются граничные условия разных видов:
в напряжениях, кинематические. Определяются границы зарождения пласти-
ческих областей.

Для оценки напряженного состояния в точках диска вводится эквивалент-
ное напряжение, значение которого зависит от значения параметров нагрузки,
геометрических параметров и параметров материала. Определяются границы
изменения значений параметров нагрузки, в которых диск будет оставаться
в упругом состоянии. Рассматривается модель линейного упругого тела.

Выбирается цилиндрическая система координат, ось 0z которой перпендику-
лярна срединной поверхности диска.

2. Безразмерные величины
Все рассматриваемые величины приводятся к безразмерному виду, что дела-

ет проведение вычислительного эксперимента более универсальным и удобным
для оценки значения величин. В качестве характерного масштаба напряжений
принимается значение предела пластичности на одноосное растяжение. Соот-
ветственно, все величины, имеющие размерность напряжений отнесены к пре-
делу пластичности. За масштаб длины выбирается значение внешнего радиуса
диска. Для удобочитаемости формул все безразмерные и размерные величины
имеют одинаковые обозначения.

3. Граничные условия
Практическая реализация выбираемых значений параметров нагрузки не рас-

сматривается.
Варианты граничных условий, когда на границах кольцевого диска ⇢ = a,

⇢ = b заданы:
давления (граничные условия в напряжениях – силовые граничные условия)

�⇢|⇢=a = �pa, �⇢|⇢=b = �pb, (1)

перемещения (кинематические граничные условия)

u⇢|⇢=a = ua, u⇢|⇢=b = ub, (2)

условия
u⇢|⇢=a = ua, �⇢|⇢=b = �pb, (3)

�⇢|⇢=a = �pa, u⇢|⇢=b = ub. (4)

4. Упругое состояние диска
Для вращающегося диска, находящегося в упругом состоянии, напряжения

и перемещения определяются по известным формулам [12]:

�⇢ = A� B

⇢2
� 3 + ⌫

8
m⇢2,

�✓ = A+
B

⇢2
� 1 + 3⌫

8
m⇢2, (5)

�z = 0,



О ПОЯВЛЕНИИ ПЛАСТИЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ДИСКЕ 25

Eu = (1� ⌫)A⇢+
1 + ⌫

⇢
B � 1� ⌫2

8
m⇢3.

Кинематические граничные условия рассматривались, например, в [10, 11].
Формулы для определения неизвестных величин A,B (функции внешних па-

раметров и параметров материала) определяются из граничных условий.
Если заданы граничные условия (1), то

A =
3 + ⌫

8
m(a2 + b2) +

a2pa � b2pb
b2 � a2

,

B =

✓
3 + ⌫

8
m+

pa � pb
b2 � a2

◆
a2b2.

(6)

После подстановки (6) в (5) можно получить, например, следующие формулы

�⇢ =
3 + ⌫

8

✓
a2 + b2 � ⇢2 � a2b2

⇢2

◆
m+

a2pa � b2pb
b2 � a2

� a2b2(pa � pb)

⇢2(b2 � a2)
,

�✓ =
3 + ⌫

8

✓
a2 + b2 � µ⇢2 +

a2b2

⇢2

◆
m+

a2pa � b2pb
b2 � a2

+
a2b2(pa � pb)

⇢2(b2 � a2)
,

µ =
1 + 3⌫

3 + ⌫
.

(7)

Если заданы граничные условия (2), то

A =
Eubb� Euaa

(1� ⌫)(b2 � a2)
+

1 + ⌫

8
(a2 + b2)m,

B =
Euab� Euba

(1 + ⌫)(b2 � a2)
ab� 1� ⌫

8
a2b2m.

(8)

После подстановки (8) в (5) получим

�⇢ =
Eubb� Euaa

(1� ⌫)(b2 � a2)
� Euab� Euba

(1 + ⌫)(b2 � a2)

ab

⇢2

+

✓
(1 + ⌫)(b2 + a2)� (3 + ⌫)⇢2 +

1� ⌫

⇢2
a2b2

◆
m

8
,

�✓ =
Eubb� Euaa

(1� ⌫)(b2 � a2)
+

Euab� Euba

(1 + ⌫)(b2 � a2)

ab

⇢2

+

✓
(1 + ⌫)(b2 + a2)� (1 + 3⌫)⇢2 � 1� ⌫

⇢2
a2b2

◆
m

8
.

(9)

Если заданы граничные условия (3), то

A =
1 + ⌫

8

(1� ⌫)a4 + (3 + ⌫)b4

(1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2
m+

Euaa� (1 + ⌫)pbb2

(1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2
,

B =
1� ⌫

8

(1 + ⌫)a2 � (3 + ⌫)b2

(1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2
a2b2m+

Euaa+ (1� ⌫)pba

(1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2
ab2.

(10)
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Если заданы граничные условия (4), то

A =
1 + ⌫

8

(1� ⌫)b4 + (3 + ⌫)a4

(1� ⌫)b2 + (1 + ⌫)a2
m+

Eubb� (1 + ⌫)paa2

(1� ⌫)b2 + (1 + ⌫)a2
,

B =
1� ⌫

8

(1 + ⌫)b2 � (3 + ⌫)a2

(1� ⌫)b2 + (1 + ⌫)a2
a2b2m+

Eub + (1� ⌫)pab

(1� ⌫)b2 + (1 + ⌫)a2
a2b.

(11)

Если зафиксировать внутренние параметры, такие как модуль Юнга, коэф-
фициент Пуассона, плотность материала (параметры материала) и внешние гео-
метрические параметры, то при рассмотрении вопроса о зарождении пластиче-
ских зон можно измерять внешние параметры, характеризующие нагрузку.

5. Эквивалентное напряжение
Для оценки напряженного состояния в точках упругой области вводится эк-

вивалентное напряжение. Эквивалентное напряжение позволяет определять в
каких точках происходит нагружение, разгрузка или нейтральное нагружение.
Эквивалентное напряжение определяется по правилам, аналогичным правилам,
устанавливаемым при задании функции пластичности [1–8, 13, 14]. Когда рас-
сматривается модель упругопластического тела, то эквивалентное напряжение
равно функции пластичности.

Рассмотрим два варианта определения эквивалентного напряжения:

�(1)
eq =

1

2

�
|�⇢ � �✓|+ |�✓ � �z|+ |�z � �⇢|

�

и

�(2)
eq =

✓
(�⇢ � �✓)2 + (�✓ � �z)2 + (�z � �⇢)2

2

◆1/2

.

На рис. 1 показаны графики эквивалентных напряжений, когда �⇢, �✓, �z

определяются по формулам (7), а параметры pa = pb = 1, m = 1.029, a = 0.2,
b = 1 и ⌫ = 0.3.

Рис. 1. Сплошная линия – �(1)
eq , пунктирная – �(2)

eq
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6. Кусочно-линейные функции пластичности
Для режима

↵�✓ + ��⇢ = k,

учитывая (5) и (7), находим, что при задании граничных условий (1) граница
⇢ = a диска переходит в пластическое состояние, когда

m = 4
(b2 � a2)k + 2↵b2pb �

�
(↵ + �)a2 + (↵� �)b2

�
pa

↵(b2 � a2)
�
(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2

� . (12)

Следует обратить внимание на то, что при ↵ = 0 этa формула неприменима.
Если рассматриваются граничные условия (2), то граница ⇢ = a диска пере-

ходит в пластическое состояние, когда

m =
4

b2 � a2

✓
1

1� ⌫2

✓
Eua

a

✓
a2 + b2

b2 � a2
� ↵ + ⌫�

⌫↵ + �

◆
� 2bEub

b2 � a2

◆
+

k

⌫↵ + �

◆
. (13)

Если рассматриваются граничные условия (3), то из (5) и (10) следует, что
граница ⇢ = a диска переходит в пластическое состояние, когда

m =
8pbb2

(b2 � a2)
�
(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2

�

+ 4

�
(1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2

�
ak �

�
(↵ + �)a2 + (↵� �)b2

�
Eua

a(↵⌫ + �)(b2 � a2)
�
(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2

� .

Если рассматриваются граничные условия (4), то из (5) и (11) следует, что
граница ⇢ = a диска переходит в пластическое состояние, когда

m = 4

�
(1 + ⌫)a2 + (1� ⌫)b2

�
k +

�
(1 + ⌫)(↵ + �)a2 + (1� ⌫)(� � ↵)b2

�
pa � 2bEub↵

↵(1� ⌫2)(b2 � a2)2
.

Приведенные формулы для вычисления значений параметра m применяются
вместе с проверкой допустимых значений напряжений на границах диска.

7. Предельное состояние диска
Если давления, действующие на границы диск равны (pa = pb = p), и угловая

скорость вращения диска равны нулю, то

A = �p, B = 0

и для всех точек диска
�⇢ = �✓ = �p.

В этом случае эквивалентное напряжение во всех точках диска будет прини-
мать одно и тоже значение

�eq = const.

Для всех условий пластичности F (J2, |J3|) = k изотропного идеального
упруго-пластического тела с равными пределами пластичности на одноосное
растяжение, когда на границах ⇢ = a, ⇢ = b диска �⇢|⇢=a = �⇢|⇢=b = ±k, весь
диск будет находиться в предельном состоянии. Если действие нагрузки таково,
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что не совершается работа, то деформированное состояние диска не изменяет-
ся. При попытке совершения работы нагрузкой, наступает неограниченный рост
деформаций, существенно изменяющий конфигурацию диска. Аналогичная си-
туация возникает при нагружении тонкой пластины внутренним давлением [13].

При увеличении угловой скорости вращения диска m > 0 происходит измене-
ние напряженного состояния в его точках; напряжения будут вычисляться по
формулам

�⇢ =
3 + ⌫

8

⇣
a2 + b2 � ⇢2 � a2b2

⇢2

⌘
m� p,

�✓ =
3 + ⌫

8

⇣
a2 + b2 � µ⇢2 +

a2b2

⇢2

⌘
m� p.

При �⇢|⇢=a = �⇢|⇢=b = �k и выборе условия пластичности Треска в предель-
ном состоянии будут находиться только точки контуров ⇢ = a, ⇢ = b, а область
диска a < ⇢ < b переходит в упругое состояние. При этом увеличение угловой
скорости вращения диска в этой области приводит к разгрузке – ассоцииро-
ванное эквивалентное напряжение уменьшается. Значение параметра m может
изменяться в диапазоне

0  m  mmax.

Максимальное значение параметра m определяется из условия �✓|⇢=a = 0. Из
формул (7) находим, когда �✓|⇢=a = 0, параметр

m = mmax =
4

(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)a2
.

На рис. 2 показан годограф вектора напряжений (функция радиальной ко-
ординаты) на плоскости �z = 0 пространства главных напряжений, когда

pa = pb = k.

При выполнении расчетов всюду ниже выбирались следующие значения
внешних геометрических параметров: a = 0.2, b = 1 и параметров материа-
ла (внутренних параметров): ⌫ = 0.3, k = 1.

8. Граничные условия в напряжениях. Условие пластичности Трес-
ка

Рассмотрим случай, когда на границе ⇢ = a выполняется режим ↵ = 1, � = 0.
Из формулы (12) находим

m = 4
(b2 � a2)k � (b2 + a2)pa + 2b2pb
(b2 � a2)

�
(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2

� .

Если pb = 0 и �k  pa  0, то

m = mmin =
4k

(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2
,

m = mmax =
8b2k

(b2 � a2)(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2
.
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a) m = 0.75mmax b) m = mmax

Рис. 2. Годограф вектора напряжений. Условие пластичности Треска

На рис. 3 показан годограф вектора напряжений в плоскости �z = 0 про-
странства главных напряжений для разных значений pa.

a) pa = 0, m = 1.202 b) pa = �0.5k, m = 2.504
Рис. 3. Годограф вектора напряжений. Условие пластичности Треска

В случае, когда pb = k, pa = �k, максимальное и минимальное значения
параметра m определяются из условий �✓|⇢=a = k и �✓|⇢=a = 0, соответственно:

m = mmax =
16k

b2 � a2
b2

((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2)
,
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m = mmin =
4k

b2 � a2
3b2 + a2

((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2)
.

a) m = mmin b) m = 0.9mmax

Рис. 4. Годограф вектора напряжений pb = �pa = �k

В случае, когда pb = k, 0 < pa < k, значение параметра m определяем по
формуле

m =
4

b2 � a2
(3b2 � a2)k � 2b2pa

((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)a2)
.

Если pb = k, �k < pa < 0 , то значение параметра m определяем по формуле.

m =
4

b2 � a2
(b2 + a2)k � 2b2pa

((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)a2)
.

На рис. 5 показан годограф вектора напряжений в плоскости �z = 0 для раз-
ных значений параметров нагрузки.

Приведенные результаты показывают, что при выполнении на границах диска
условия |�⇢| = k и увеличении значения параметра нагрузки m вектор напряже-
ний будет перемещаться по соответствующей стороне шестиугольника Треска.

9. Граничные условия в перемещениях. Условие пластичности Трес-
ка

Во всех точках диска, находящегося в упругом состоянии |�⇢|  k, |�✓|  k,
для построения годографа напряжений используем формулы (9). Используя
формулу для перемещений Eu = ⇢(�✓ � ⌫�⇢) и, задавая конкретные значения
для напряжений на границах диска, определяем минимальное м максимальное
значения параметра m.

Рассмотрим вариант, когда �⇢|⇢=a = k, �⇢|⇢=b = 0 и окружное напряжение
0  �✓  k.
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a) pa = 0.5k, pb = k, m = 2.454; b) pa = �0.5k, pb = k, m = 2.554
Рис. 5. Годограф вектора напряжений

В этом случае перемещения на границах диска

Eua =
(3 + ⌫)b4 + (1� ⌫)a4 � 2(1 + ⌫)a2b2

4(b2 � a2)
am� (1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2

b2 � a2
ak,

Eub =
2(1 + ⌫)b2a2 + (1� ⌫)b4 � (3 + ⌫)a4

4(b2 � a2)
mb� 2a2bk

b2 � a2
.

(14)

Соответстующие рассматриваемому случаю минимальное и максимальное до-
пустимые значения параметра m будут

mmin =
b2 + a2

b2 � a2
4k

(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2
,

mmax =
b2

b2 � a2
8k

(1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2
.

(15)

Подставляя выражения из (15) в формулы (14), получим

min(Eua) =

✓
a2 + b2

b2 � a2
� (1� ⌫)a2 + (1 + ⌫)b2

b2 � a2

◆
ak,

min(Eub) =

✓
a2 + b2

b2 � a2
2(1 + ⌫)a2b2 + (1� ⌫)b4 � (3 + ⌫)a4

b2 � a2((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2)
� 2a2

b2 � a2

◆
bk,

max(Eua) =

✓
2b2

(3 + ⌫)b4 � (1� ⌫)b4 � 2(1 + ⌫)a2b2

(b2 � a2)2((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2)
� (1� ⌫)a2 + (1� ⌫)b2

b2 � a2

◆
ak,

max(Eub) =

✓
2b2

(1� ⌫)b4 + 2(1 + ⌫)a2b� (3 + ⌫)a4

(b2 � a2)2((1� ⌫)a2 + (3 + ⌫)b2)
� 2a2

b2 � a2

◆
bk.
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На рис. 6 показано изображение годографа вектора напряжений при задании
разных значений перемещений на границах диска.

a) m = 2.504, Eua = �0.06, Eub = 0.188 b) m = 1.302, Eua = 0.14, Eub = 0.438
Рис. 6. Годограф вектора напряжений. Условие Треска

Если Eu|⇢=a = (1�⌫)ak, Eu|⇢=b = (1�⌫)bk, то при m = 0 диск будет находить-
ся в предельном состоянии �⇢ = �✓ = k. C увеличением значения параметра m
диск переходит в упругое состояние.

10. Гладкие функции пластичности
Одно из отличий гладких функций пластичности от кусочно-гладких в том,

что для кусочно-гладких функций пластичности в зависимости от значения
внешних параметров (параметры нагрузки и геометрические параметры) и па-
раметров материала надо выяснять, какой из режимов будет выполняться и в
какой области диска, что может приводить к громоздким алгоритмам решения
задач. Поскольку для всех гладких функций пластичности алгоритмы решения
задач о зарождении пластических областей в диске весьма схожи, то можно
ограничиться рассмотрением функции условия пластичности Мизеса [23].

11. Условие пластичности Мизеса

(�1 � �2)
2 + (�2 � �3)

2 + (�3 � �2)
2 = 2k2.

Поскольку компоненты �⇢, �✓, �z тензора напряжения являются главными,
для плоского напряженного состояния (�z = 0) условие пластичности Мизеса
запишем в виде

(�⇢ � �✓)
2 + �2

⇢ + �2
✓ = 2k2.

Из условия �
(�⇢ � �✓)

2 + �2
⇢ + �2

✓

���
⇢=a

= 2k2
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следуют формулы, позволяющие выразить один параметр нагрузки через дру-
гие, например,

m = ma1 = 2
4pbb2 � (a2 + 3b2)pa +

p
4k2 � 3p2a(b

2 � a2)�
(3 + ⌫)a2 + (1� ⌫)b2

�
(b2 � a2)

,

m = ma2 = 2
4pbb2 � (a2 + 3b2)pa �

p
4k2 � 3p2a(b

2 � a2)�
(3 + ⌫)a2 + (1� ⌫)b2

�
(b2 � a2)

.

Аналогично из условия
�
(�⇢ � �✓)

2 + �2
⇢ + �2

✓

���
⇢=b

= 2k2

находим

m = mb1 = 2
(3a2 + b2)pa � 4paa2 +

p
4k2 � 3p2a(b

2 � a2)�
(3 + ⌫)a2 + (1� ⌫)b2

�
(b2 � a2)

,

m = mb2 = 2
(3a2 + b2)pa � 4paa2 +

p
4k2 � 3p2a(b

2 � a2)�
(3 + ⌫)a2 + (1� ⌫)b2

�
(b2 � a2)

.

При построении годографа вектора напряжений, исключая отрицательные
значения величин ma1, mb1, ma2, mb2, выбираем

m = m1 = min(ma1,mb1)

или
m = m2 = min(ma2,mb2).

Для условия Мизеса радиальное напряжение может изменяться в пределах

� 2kp
3
 �⇢ 

2kp
3
.

Область допустимых значений для параметров pa, pb:

� 2kp
3
 pa, pb 

2kp
3
.

Если заданы граничные условия в перемещениях, и u|⇢=a = 0, u|⇢=b = 0, то
формулы (9) для напряжений примут вид

�⇢ =

✓
(1 + ⌫)(b2 + a2)� (3 + ⌫)⇢2 +

1� ⌫

⇢2
a2b2

◆
m

8
,

�✓ =

✓
(1 + ⌫)(b2 + a2)� (3 + ⌫)⇢2 � 1� ⌫

⇢2
a2b2

◆
m

8
.

Когда при увеличении угловой скорости вращения диска параметр m достиг-
нет значения

m =
4k

(b2 � a2)
p
⌫2 � ⌫ + 1

,
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на внутренней ⇢ = a и внешней ⇢ = b границах диска эквивалентное напряжение
достигнет предельного значения

�eq = k.

12. Условие пластичности Ишлинского
Заданы граничные условия в перемещениях и u|⇢=a = 0, u|⇢=b = 0. В данном

случае из формул (9) для напряжений получаем, что

�⇢

��
⇢=a

=
b2 � a2

4
m, �✓

��
⇢=a

= ⌫
b2 � a2

4
m,

�⇢

��
⇢=b

= �b2 � a2

4
m, �✓

��
⇢=b

= �⌫
b2 � a2

4
m.

При увеличении значения параметра m на внутренней ⇢ = a и внешней ⇢ = b
границах диска эквивалентное напряжение одновременно достигнет значения

�eq = k.

При выборе условия А. Ю. Ишлинского [22] на границах диска будет выпол-
няться режим

|2�⇢ � �✓| = 2k,

когда параметр инерционной нагрузки

m =
8k

(2� ⌫)(b2 � a2)
.

На рис. 7 на плоскости �z = 0 в пространстве главных напряжений показан
годограф вектора напряжений и кривые пластичности для разных условий пла-
стичности.

a) условие Мизеса b) условие Ишлинского
Рис. 7. Годограф вектора напряжений. ua = 0, ub = 0
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Алгоритм решения задачи об определении значения параметров нагрузки, ко-
гда происходит зарождение пластических областей во вращающемся диске, если
заданы граничные условия (3) или (4) и напряжения вычисляются по формулам
(5), (10) или (5), (11), соответственно, строится по аналогии с рассмотренными
выше.

13. О записи условия пластичности Треска

max
�
|�⇢ � �✓|, |�✓ � �z|, |�z � �⇢|

 
= k. (16)

При построении кривых пластичности можно использовать выражение

|�⇢ � �✓|+ |�✓ � �z|+ |�z � �⇢| = 2k. (17)

Уравнения (16) и (17) в пространстве главных напряжений определяют одну
и ту же призму Треска. Заметим, что известные альтернативные формы записи
условия пластичности Треска [6, 7, 21] не отражают его сути, а именно: выбор
максимального касательного напряжения.

Заключение. Математические модели упругопластических тел при выборе
кусочно-линейных функций пластичности позволяют получить аналитические
решения ряда одномерных задач, но приводят к значительно более громоздким
алгоритмам решения поставленных задач по сравнению с математическими мо-
делями упругопластических тел при выборе гладких функций пластичности.
Это связано с тем, что, когда пластическая область включает части, в которых
реализуются разные режимы пластичности, приходится повторять выполнение
однотипных алгоритмов решения задачи. При этом утверждение, что соотно-
шения ассоциированного закона пластического течения интегрируются и сво-
дятся к соотношениям ассоциированного закона пластического деформирова-
ния справедливо только в случае, если в пластической области выполняется
только один режим кусочно-линейного условия пластичности. Тем не менее
в силу ряда причин, в том числе и исторических, изучение особенностей моде-
лей, включающих кусочно-линейные функции пластичности, является весьма
важным элементом математической теории пластичности. Исследования, изло-
женные в настоящей работе, показывают, каким образом при выборе условия
пластичности Треска происходит изменение напряженного состояния в точках,
где реализуется режим �⇢ = �k или �⇢ = k. Это исследование весьма важно, по-
скольку после опубликования работ [15, 16], в которых U. Gamer сделал вывод
о том, что выбор условия пластичности Треска приводит к неприемлемым ре-
зультатам. Было высказано предложение отказаться от использования условия
пластичности Треска, заменив его условием пластичности максимального каса-
тельного напряжения с учетом изотропного упрочнения. Критический анализ
работы [15] дан в [24].
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