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Аннотация. Исследуется явление реверсивного характера деформаций в предразрушаюей
области образца горной породы при одноосном сжатии на основе модельных представлений
теории самоуравновешенных напряжений с учетом экспериментально наблюдаемой дефор-
мационной картины на поверхности образца. Экспериментальные данные получены с помо-
щью акустико-деформационного метода. Актуальность данного исследования связана именно
с развитием неклассических модельных представлений механики деформируемого твердого
тела, эволюции напряженно-деформируемого состояния в массивах и образцах горных по-
род при разного рода силовых воздействиях. Разработан метод определения полной картины
напряженно-деформированного состояния во всем объеме образца на протяжении всей исто-
рии нагружения.
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Abstract. The phenomenon of reversible deformat-on in the pre-destructive region of a rock
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1. Введение. Последние десятилетия ХХ века были отмечены открытия-
ми новых геомеханических явлений, которые с позиции традиционных взглядов
на деформирование и разрушение горных пород представляются аномальны-
ми [1]. Прежде всего, это зональная дезинтеграция пород вокруг подземных
выработок [2,3], а также реверсивный характер деформирования образцов гор-
ных пород при их нагружении в предразрушающей области [4]. Такие явления
наблюдаются, когда внутренние напряжения в среде превышают величину, ха-
рактеризующую прочность породы. На сегодняшний день факт их существова-
ния надежно установлен экспериментально, что заставляет исследовать наблю-
даемые закономерности, а также разрабатывать новые математические модели
для описания геомеханической среды [5–7].

Однако, специфика моделирования геомеханических сред связана не только
с описанием напряженно-деформированного состояния, но и с эксперименталь-
ным определением свойств горных пород и масштабными переходами [8]. Ситуа-
ция осложняется предысторией деформирования и изначально предварительно
напряженным состоянием изучаемых сред и материалов, при этом история их
деформирования и эволюции напряжений неизвестна. Горные породы форми-
ровались, эволюционировали, разрушались в течение длительного времени, по-
этому начальное представление их как ненапряженных, далеко от реальности.
Временные параметры и недоступность геологических объектов, не позволяет
непосредственно наблюдать за происходящими процессами. Перечисленные осо-
бенности, накладывают существенные ограничения на применение модельных
представлений механики сплошных сред в исследовании геоматериалов [9, 10].

Целью данной работы является определение напряженно-деформированного
состояния образцов горных пород на основе аналитического решения при мо-
делировании упругого поведения цилиндрических образцов горной породы при
одноосном сжатии, полученного в работе [11].

2. Основная часть. Известно, что предразрушающее состояние, а также
реверсивный характер деформаций горных образов [10] может быть описан с
помощью модели сплошной среды с учетом самоуравновешенных напряжений
[11].

Согласно этой модели, состояние предразрушения характеризуется наличием
дефектов различных типов в образце [12]. Они создают дополнительное поле
напряжений, меняющее деформированное состояние материала. Это проявляет-
ся в том, что при нагрузке, превышающей критическое значение, измеряемые
на поверхности образца деформации зависят от угла, тогда как в отсутствие
дефектов при P меньше P⇤. такой зависимости от угла нет. Поскольку обра-
зец находится в равновесии, то силы, определяемые полем Tij, должны быть
скомпенсированы. Естественным кандидатом в качестве компенсирующего по-
ля является упругое поле напряжений Пij. При этом полное поле напряжений
⌃ij внутри образца равно ⌃ij = Tij + Пij. Оно удовлетворяет уравнениям рав-
новесия и краевым условиям в следующей форме:
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@⇧ij

@xj
= Fi,

@Tij

@xj
= �Fi,⇧ijnj|dV = �Tijnj, (1)

значит, что функциональная зависимость упругого поля в образце от угловой
переменной может определяться или объемными силами Fi или взаимодействи-
ем упругого поля с полем дефектов на границе. При этом структура и распре-
деление поля Tij в материале зависит от типа рассмотренных дефектов. Но в
условиях проведенного эксперимента эволюция дефектной структуры не рас-
сматривалась, и, следовательно, можно считать Fi=0:

@⇧ij

@xj
= 0,

@Tij

@xj
= 0, (2)

тогда граничные условия к уравнениям (2) совпадают с последним соотноше-
нием в (1)

⇧ijnj|dV = �Tijnj. (3)

В ходе эксперимента на боковой поверхности образца измеряются деформа-
ции, которые определяют напряжения в дискретном наборе точек. Поэтому воз-
можная постановка задачи состоит в построении такого упругого поля ⇧ij, что-
бы соответствующие ему деформации Eij совпадали с измеренными значениями
на границе в дискретном наборе точек.

Поле упругих напряжений ⇧ij и деформаций Eij можно связать линейными
соотношениями с некоторыми коэффициентами A, B.

⇧ij = A(Eij +BEkk�ij), A = E/(1 + ⌫) = 2µ,B = ⌫/(1� 2⌫). (4)

Так как уравнения равновесия (1) являются линейными, то представим поле
⇧ij в виде суммы классического решения �e

ij, которое хорошо известно [13] и
некоторого упругого поля ⇡ij

⇧ij = �e
ij + ⇡ij. (5)

Дополнительно потребуем, чтобы первый инвариант ⇡kk обращался в нуль.
Тогда тензор ⇡ij можно записать в следующем виде:

⇡ij = µ(
@ai
@xj

+
@aj
@xi

), (6)

где ai - компоненты вектора перемещений.
Для определения компонент ai (i=1,2,3) подставим напряжения ⇡ij в виде

(6) в первое из уравнений (2), получим систему уравнений в перемещениях, в
цилиндрической системе координат она имеет вид:
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�ar �
ar
r2

� 2

r2
@a'
@'

= 0,

�a' � a'
r2

+
2

r2
@ar
@'

= 0,

�az = 0,

�2 =
@2

@r2
+

1

r

@

@r
+

1

r2
@2

@r2
+

@2

@z2
.

(7)

Ограниченное решение системы (7) уравнений записываем в виде рядов Фу-
рье по тригонометрическим функциям [14]:

ar =
X

n

(u(1)
n (⇢)cos(n') + u(2)

n (⇢)sin(n'))cos(m�z),

a' =
X

n

(v(1)n (⇢)cos(n') + v(2)n (⇢)sin(n'))cos(m�z),

az =
X

n

(w(1)
n (⇢)cos(n') + w(2)

n (⇢)sin(n'))cos(m�z),

(8)

где ⇢ = �r, � = ⇡
h .

Подставим соотношения (8) в систему уравнений (7.), тогда коэффициенты
Фурье u(i)

n (⇢), v(i)n (⇢), w(i)
n (⇢) определяются следующим образом:

u(i)
n (⇢) =

A(i)
n

2�
In+1(⇢) +

B(i)
n

2�
In�1(⇢),

v(i)n (⇢) =
A(i)

n

2�
In+1(⇢)�

B(i)
n

2�
In�1(⇢),

w(i)
n (⇢) =

C(i)
n

�
In(⇢).

(9)

Так как первый инвариант тензора деформаций "kk должен равняться нулю,
то постоянные A(i)

n , B(i)
n ,C(i)

n связаны условием:

C(i)
n =

A(i)
n +B(i)

n

2
. (10)

.
Тогда компоненты тензора упругих напряжений в цилиндрических коорди-

натах находим из закона Гука:

⇡'' =
X

n

(⇡(1)
''(n⇢)cos(n') + ⇡(2)

''(⇢)sin(n'))cos(m�z),

⇡zz =
X

n

(⇡(1)
zz (n⇢)cos(n') + ⇡(2)

zz (⇢)sin(n'))cos(m�z),
(11)
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где

⇡(i)
''(n, ⇢) = m(A(i)

nm(
n+ 1

⇢
In�1 �

2n2 + 2n

⇢2
In)� B(i)

nm

n� 1

⇢
In�1),

⇡(i)
zz (n, ⇢) = �m(A(i)

nm +B(i)
nm)In,

(12)

здесь компоненты напряжений содержат набор неизвестных параметров A(i)
nm,

B(i)
nm.

3. Задача сопряжения модельного представления с эксперимен-
тальными данными. Согласно изложенной выше постановки задачи, неиз-
вестные параметры должны определяться из условий совпадения компонент
тензора деформаций Eij со значениями, которые измеряются эксперименталь-
но в дискретном наборе точек на поверхности образца.

Поскольку ⇧rr+⇧''+⇧zz = �P , то при r = R и z = 0 получаем следующие
соотношения:

1

2µ
⇡''|r=R,z=0 = (E'' � ⌫

E
P )|r=R,z=0,

1

2µ
⇡zz|r=R,z=0 = (Ezz �

1

E
P )|r=R,z=0.

(13)

В ходе эксперимента тензометрические датчики располагаются на поверхно-
сти образца по окружности в точках 'k =

⇡k
4 , k = 0, 7.

Предварительный анализ показывает, что в рядах Фурье можно взять одну
гармонику по оси z. Вычисляя значения напряжений и деформаций в этих точ-
ках, получаем систему линейных алгебраических уравнений для определения
неизвестных параметров A(i)

nm, B(i)
nm.

Численные расчеты проводились при следующих значениях параметров: ⌫ =
0, 19, E = 7, 02 ⇤ 104, h = 108, R = 27. Используя экспериментальные данные
для продольных E'' и поперечных деформаций Ezz с поверхности образца,
находим значения A(1)

nm, B(1)
nm. Затем вычисляем коэффициенты Фурье ⇡k

ij(n, ⇢)
и определяем компоненты тензора напряжений ⇡'' и ⇡zz. Используя данные
шести пар тензодатчиков построим аналитические решения E'' и Ezz. Остав-
шиеся два датчика будем использовать в качестве тестовых для сравнения с
теоретическим решением. Сравним экспериментальные данные со значениями
деформаций, вычисленными теоретически, по формулам:

E''|'='ir=R,z=0 = (
1

2µ
⇡'' +

⌫

P
E)|'='ir=R,z=0,

Ezz|'='ir=R,z=0 = (
1

2µ
⇡'' +

1

P
E)|'='ir=R,z=0.

(14)
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Относительные отклонения аналитического решения от экспериментальных
значений вычислялись по следующим формулам:

� =

qP�
Ei

exp � Ei
theory

�2
qP�

Ei
exp

�2 , (15)

в точке ' = 'k:

�k' =

��Eexp
'' ('k)� Etheory

'' ('k)
��

|Eexp
'' ('k)|

,

�kz =

��Eexp
zz ('k)� Etheory

zz ('k)
��

|Eexp
zz ('k)|

.

(16)

Относительные погрешности в проверочных точках соответственно равны
�' = 61, 2, �z = 12, 9 в точке ' = 5⇡

4 и �' = 46, 87, �z = 19, 41 в точке ' = 3⇡
2 .

Поточечный способ определения коэффициентов Фурье имеет ряд недостат-
ков:

• отсутствие поточечной сходимости приводит к большим значениям от-
носительных погрешностей;

• неопределенность в выборе количества гармоник, связанная с совмест-
ностью системы линейных алгебраических уравнений;

• необходимость дополнительно исследовать расположение тензодатчи-
ков.

Поэтому, определим коэффициенты в рядах Фурье используя аппроксимиру-
ющие функций Eaprox

zz ('), Eaprox
'' ('), по формулам:

⇡1
''(⇢, n) =

2

⇡

Z 2⇡

0

⇣
Eaprox

'' (')� ⌫

E
P
⌘
cos(n')d',

⇡2
''(⇢, n) =

2

⇡

Z 2⇡

0

⇣
Eaprox

'' (')� ⌫

E
P
⌘
sin(n')d',

⇡1
zz(⇢, n) =

2

⇡

Z 2⇡

0

⇣
Eaprox

zz (')� ⌫

E
P
⌘
cos(n')d',

⇡2
zz(⇢, n) =

2

⇡

Z 2⇡

0

⇣
Eaprox

zz (')� ⌫

E
P
⌘
sin(n')d'.

(17)

4. Результаты расчетов на основе предложенной модели. Аппрок-
симирующие функции строились на основе значений продольных и попереч-
ных деформаций с поверхности образца методом наименьших квадратов для
заданного уровня нагрузки [15]. В таблицах 1 и 2 представлены относительные
отклонений аналитического решения от экспериментальных значений для трех
видов аппроксимирующих функций:

I. f(') = a11(⇢ cos('))2 + a22(⇢ sin('))2 + 2a12⇢2 cos(') sin(') + 2a13 cos(') +
2a23 sin(') + a33 = 0,

II. f(') := A'+B,
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III. f(') = A'3 +B'2 + C'+D.

Вид
аппроксимирующей

функции

Относительное
отклонение в
точке ' = 0,

�0'

Относительное
отклонение по

всем значениям,
�'

I 14, 55% 14, 35%
II 13, 71% 13, 53%
III 5, 68% 11, 65%

Таблица 1. Вид аппроксимирующей функции и относительные отклонения для про-
дольных и поперечных деформаций на поверхности образца.

Вид
аппроксимирующей

функции

Относительное
отклонение в
точке ' = 0,

�0z

Относительное
отклонение по

всем значениям,
�z

I 5,20 % 3,50 %
II 7,80 % 4,44 %
III 6,62 % 3,87 %

Таблица 2. Вид аппроксимирующей функции и относительные отклонения для про-
дольных и поперечных деформаций на поверхности образца.

Используя предложенный подход к описанию напряженно деформированно-
го состояния образа вычислены значения продольных Ezz и поперечных E''

деформаций на всем интервале нагружения (от 0 до 336 МПа) для трех пар тен-
зометрических датчиков с использование аппроксимирующей функции в виде
многочлена третьей степени. На рисунках 1-3 представлены графики продоль-
ных и поперечных деформаций, вычисленные предложенным способом и экспе-
риментальные значения для трех пар тензометрических датчиков.

5. Заключение. В рамках неклассических положений о самоуравнове-
шенных напряжениях получено аналитическое решение трехмерной краевой
задачи механики деформируемого твердого тела для цилиндрических образ-
цов при одноосном сжатии с учетом экспериментальных данных и вычислены
относительные отклонения, также в ходе построения аналитического решения
было выявлено, что на относительную погрешность наибольшее влияние оказы-
вает выбор аппроксимирующей функции для определения коэффициентов по
формулам (15) чем увеличение количества гармоник в аналитическом решении.
Наименьшая относительная погрешность достигалась при выборе аппроксими-
рующей функции в виде многочлена третьей степени (5) и числе гармоник в
аналитическом решении n = 4.
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а) б)

Рис. 1. Значения E''(а) и Ezz(б) вычисленные теоретически и экспериментальные
данные для пары датчиков №1, ' = 0

а) б)

Рис. 2. Значения E''(а) и Ezz(б) вычисленные теоретически и экспериментальные
данные для пары датчиков №4, ' = 3⇡
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а) б)

Рис. 3. Значения E''(а) и Ezz(б) вычисленные теоретически и экспериментальные
данные для пары датчиков №8, ' = 7⇡
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