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1. Введение. Метод статистического моделирования, называемый так-
же методом статистических испытаний или методом Монте-Карло, уже c пио-
нерских работ Улама [1] стал и остаётся традиционным методом исследования
сложных систем роазличной природы [2–10]. При этом отдельные подсистемы,
процессы, элементы представляются вероятностными распределениями, пара-
метры которых с некоторой ограниченной точностью оцениваются путём усред-
нения результатов независимых натурных экспериментов или расчётов на част-
ных моделях.

Таким образом, сами эти параметры можно считать случайными величина-
ми, распределение которых хорошо аппроксимируется нормальным законом, то
есть величины эти вполне определяются их средними значениями и дисперсией.

Рассмотрим стандартную схему метода статистического моделирования. В
модели рассчитывается N независимых реализаций выходного показателя Lm,
m = 1, 2, . . . , N , и в качестве его оценки берётся выборочное среднее

L =
1

N

NX

m=1

Lm

Как показано в [7, 8], дисперсия L имеет две компоненты: D(L) = D1(L) +
D2(L), где D1(L) обусловлена конечностью числа реализаций N , а D2(L) –
неточностью исходных данных. D1(L) оценивается выборочной дисперсией

D1(L) =
1

N(N � 1)

NX

m=1

(Lm � L)2

Для D2(L) там же получено асимптотическое разложение. На практике для
оценки этой компоненты используется его главный член, имеющий вид

D2 (L) =
nX

i=1

(a(i))
2
�ii + 2

X

1i<jn

a(i)a(j)�ij

где a(i) – оценка производной по i-му параметру от математического ожидания
выходного показателя, �ij – элементы ковариационной матрицы параметров.

Оценка компоненты дисперсии D2(L), обусловленной неточностью исходных
данных позволяет не только уточнить доверительные интервалы оценки вы-
ходного показателя, но и дать разумный критерий для выбора количества ре-
ализаций N . Действительно, расчёты имеет смысл проводить до тех пор, пока
выборочная оценка компоненты дисперсии D1(L), обусловленной конечностью
N , не сравняется по порядку величины с D2(L).

Для оценивания производных, определяющих главный член асимптотическо-
го разложения D2(L) предлагались два способа.

В [5] предлагалось оценивать их варьированием параметров и использовани-
ем конечно-разностной аппроксимации. Этот подход имеет два недостатка. Во-
первых, появляются дополнительные реализации модели, значительно увели-
чивающие время расчётов без увеличения их точности. Во-вторых, имеет место
трудно разрешимое противоречие. С одной стороны для увеличения точности
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конечно-разностной аппроксимации мы должны уменьшать интервал варьи-
рования. Но при этом у оценки производной появляется малый знаменатель,
существенно увеличивающий дисперсию этой оценки. Уже первый недостаток
делает практически нецелесообразным применение этого способа для сложных
моделей.

В [2, 7, 8] предлагалось оценивать производные без увеличения числа реали-
заций путём усреднения получаемых значений выходного показателя Lm,m =
1, 2, . . . , N , с весовым коэффициентом, зависящим от вида соответствующего
распределения. А именно, оценка a производной @M(L)

@c по параметру распреде-
ления с плотностью f(c, x), в соответствии с которым в m-й реализации модели
генерируется случайная величина ⇠m, имеет вид

a =
1

N

NX

m=1

LmR(⇠m), (1)

R (x) =
1

f (c, x)

@f (c, x)

@c
.

Аналогичная оценка может быть построена и для дискретного распределе-
ния. В частности, для оценки производной a по параметру K биномиального
распределения (часто трактуемому как коэффициент готовности элементов мо-
делируемой системы)

P {⇠ =k} = Ck
nK

k(1�K)n�k, 0 < K < 1,

R (x) =
x� nK

K (1�K)
.

Следует отметить, что в типичном случае систем с высоконадёжными элемен-
тами коэффициент готовности K элемента близок к 1. Следовательно и здесь
появляется описанная выше проблема малого знаменателя.

В этой работе далее мы исследуем сходимость оценки производной a вида (1)
по параметру K биномиального распределения и предложим для этой произ-
водной оценки с улучшенной сходимостью.

2. Исследование сходимости оценки a. Сходимость в среднем квадра-
тичном определяется скоростью убывания дисперсии оценки (1) производной.
По порядку величины это O(1/N). Но нас интересует величина этой дисперсии
при конечных N , поскольку при моделировании ограничиваются конечным и
желательно минимальным количеством реализаций модели. Не умаляя общно-
сти, будем считать, что 0  Lm  1. Обозначим M(·|⇠ = i) оператор условного
математического ожидания при условии ⇠ = i.

Теорема 1. Если M(L2| ⇠ = i) � d > 0 для любого i = 0, 1, . . . , n, то

nd

NK (1�K)
� 4n2

N
 D (a)  n

NK (1�K)
. (2)
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Доказательство. Дисперсия D(a) имеет вид

D (a) =
1

N

nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i

✓
i� nK

K (1�K)

◆2

M(L2|⇠ = i)�

� 1

N

"
nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L|⇠ = i)

#2


 1

NK2 (1�K)2

nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i (i� nK)2 =
1

NK2 (1�K)2
· nK (1�K) =

=
n

NK (1�K)
.

Таким образом, получена верхняя оценка в выражении (2) Теоремы 1.
Получим теперь нижнюю оценку. Во первых, аналогично предыдущему по-

лучаем первый член нижней оценки
nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i

✓
i� nK

K (1�K)

◆2

M(L2|⇠ = i) �

� d

K2 (1�K)2

nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i (i� nK)2 =
d

K2 (1�K)2
·nK (1�K) =

nd

K (1�K)
.

Далее

|
nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)| 

 max

�����
X

nK<i

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

�����

+

�����
X

inK

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

����� .

Для первого члена под знаком максимума справедлива оценка
�����
X

nK<i

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

����� 

 1

K (1�K)

 
nX

i=0

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

X

nK<i

C i
nK

i
(1�K)n�i

!
=

=
n

(1�K)

 
1�

X

nK<i

C i
nK

i
(1�K)n�i

!
 n

(1�K)
.
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Для него же справедлива и другая оценка
�����
X

nK<i

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

����� 

 1

K (1�K)
[

nX

i=0

C i
nK

i
(1�K)n�i (n� nK)] =

n

K
.

Отсюда
�����
X

nK<i

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

�����  min

⇢
n

(1�K)
,
n

K

�
 2n. (3)

А поскольку для второго члена справедливо соотношение
�����
X

inK

C i
nK

i
(1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

����� 

 1

K (1�K)

X

inK

C i
nK

i
(1�K)n�i (nK � i) =

=
1

K (1�K)

X

n(1�K)n�i

Cn�i
n K

n�i
(1�K)i [(n� i)� n (1�K)],

то по аналогии с (3) отсюда выводим, что также
������

1

K (1�K)

X

n(1�K)n�i

Cn�i
n K

n�i
(1�K)i [(n� i)� n (1�K)]

������
 2n.

То есть

|
nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)|  2n

и следовательно

�
"

nX

i=0

C i
nK

i (1�K)n�i i� nK

K (1�K)
M(L| ⇠ = i)

#2
� �4n2.

Собирая вместе полученные неравенства, приходим к (2), что и требовалось
доказать.

Из (2) следует, что при фиксированном N дисперсия D(a) ! 1 при K ! 0
или при K ! 1. То есть при значениях K близких к 0 или 1 необходимо про-
считывать весьма большое число реализаций модели N , чтобы компенсировать
увеличение дисперсии.
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3. Улучшенные оценки производных. Для построения улучшенных
оценок воспользуемся тем, что рассматриваемую биномиальную случайную ве-
личину ⇠ можно представить в виде суммы n независимых случайных величин
⇠0i , i = 1, 2, . . . , n, принимающих значения 0 и 1 с вероятностями (1 � K) и
K, соответственно. Обозначим Ki показатель, соответствующий случайной ве-
личине ⇠0i . При этом Ki = K. Тогда по правилу дифференцирования сложной
функции

@M(L)

@K
=

nX

i=1

@M(L)

@Ki
· @Ki

@K
=

nX

i=1

@M(L)

@Ki
.

Таким образом, задача свелась к получению оценок производных @M(L)
@Ki

Для
этого продифференцируем равенство

M (L) = KiM
�
L | ⇠0i = 1

�
+ (1�Ki)M

�
L | ⇠0i = 0

�

и получим
@M(L)

@Ki
= M

�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
.

Отсюда видно, что в качестве оценки @M(L)
@Ki

можно взять величину

â1(i) =
1

N1

X

m2A1

Lm � 1

N0

X

m2A0

Lm,

где A0 – множество реализаций, в которых ⇠0i = 0, A0 – множество реализаций,
в которых ⇠0i = 1, N0 = |A0|, N1 = |A1|, N0+N0 = N . Если какое-то из множеств
пустое, то соответствующий член полагается равным 0. Улучшенной оценкой
@M(L)
@K будет служить величина

a1 =
nX

i=1

â1 (i) .

Уже по построению оценки a1 видно, что у неё отсутствует свойственная
оценке a проблема малых знаменателей. Построенные таким образом оценки
мы будем называть улучшенными.

4. Смещение улучшенных оценок, несмещённые оценки . Смещён-
ность оценки â1 (i) следует из Теоремы 2.

Теорема 2. Математическое ожидание â1 (i) имеет вид

Mâ1 (i) =
@M(L)

@Ki
� (1�K)N M

�
L | ⇠0i = 1

�
+KNM

�
L | ⇠0i = 0

�
.

Доказательство.

Mâ1 (i) =
N�1X

k=1

P {N1 = k}M
 
1

k

X

m2A1

Lm � 1

N � k

X

m2A0

Lm

!
+
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+P {N1 = N}M
 

1

N

X

m2A1

Lm

!
� P {N1 = 0}M

 
1

N

X

m2A0

Lm

!
=

= M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
� (1�K)N M

�
L | ⇠0i = 1

�
+KNM

�
L | ⇠0i = 0

�
.

Что и требовалось доказать.
Из Теоремы 2 следует асимптотическая несмещённость â1 (i). Действительно,

смещение

�{â1 (i) = � (1�K)N M
�
L | ⇠0i = 1

�
+KNM

�
L | ⇠0i = 0

�

при возрастании N стремится к нулю с экспоненциальной скоростью: �{â1 (i) =
O(�N), где � = max{K, 1�K}.

Как следствие получаем

�{a1 (i) = � (1�K)N
nX

i=1

M
�
L | ⇠0i = 1

�
+KN

nX

i=1

M
�
L | ⇠0i = 0

�
.

Если (r � 1) раз применить стандартный приём, когда из рассматриваемой
оценки вычитается выборочная оценка её смещения, то можно получить оценку
âr (i), смещение которой имеет порядок O(�rN):

âr (i) =

 
r�1X

j=0

(1�K)jN
!

1

N1

X

m2A1

Lm �
 

r�1X

j=0

KjN

!
1

N0

X

m2A0

Lm.

Смещение такой оценки равно

�{âr (i) = � (1�K)rN M
�
L | ⇠0i = 1

�
+KrNM

�
L | ⇠0i = 0

�

а следовательно смещение оценки ar =
nP

i=1
âr (i) равно

� (ar) = � (1�K)rN
nX

i=1

M
�
L | ⇠0i = 1

�
+KrN

nX

i=1

M
�
L | ⇠0i = 0

�
.

Производя предельный переход r! 1, можно получить оценку a1, несме-
щённую при всех N

a1 =
nX

i=1

â1 (i)

â1 (i) =

✓
1

1� (1�K)N

◆
1

N1

X

m2A1

Lm �
✓

1

1�KN

◆
1

N0

X

m2A0

Lm.

Дисперсия этой оценки уже не остаётся ограниченной на всём интервале зна-
чений K, однако при K !0 и K !1 она всё же растёт существенно медленнее,
чем дисперсия a, как это будет продемонстрировано далее.
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5. Дисперсия улучшенных оценок. Для исследования дисперсии улуч-
шенных оценок нам понадобится следующее утверждение общего характера.

Лемма 1. Для K 2 (0, 1) справедлива формула
NX

j=1

Cj
N

(1�K)jKN�j

j
=

N�1X

j=0

Kj �KN

N � j
. (4)

Доказательство. Обозначим S(K) левую часть (4). Непосредственным диффе-
ренцированием получаем уравнение

K (1�K)
dS (K)

dK
= 1 +KN +N (1�K)S (K) .

Нас интересуют его решения вида

S (K) =
NX

j=0

biK
i, (5)

удовлетворяющие условию S(K) !0 при K !1. Подставляя (5) в уравнение,
методом неопределённых коэффициентов находим

bj =
1

N � j
, j = 0, 1, . . . , N � 1; bN = �

N�1X

j=0

1

N � j
.

Откуда

S (K) =
NX

j=0

biK
i =

N�1X

j=0

1

N � j
Ki + (�

N�1X

j=0

1

N � j
)KN =

N�1X

j=0

Kj �KN

N � j
.

Что и требовалось доказать.
Из Леммы 1 следует, что

NX

j=1

Cj
n

(1�K)jKN�j

j


N�1X

j=0

Kj

N � j
=

[N2 ]X

j=0

Kj

N � j
+

N�1X

j=[N2 ]+1

Kj

N � j


 1

N � [N2 ]

[N2 ]X

j=0

Kj + K[N2 ]+1

N�[N2 ]�2X

j=0

Kj 
✓

2

N
+K

N
2

◆ 1X

i=0

Ki = (6)

=
1

1�K

✓
2

N
+K

N
2

◆
.

Теорема 3. Справедлива следующая верхняя оценка для дисперсии D {â1 (i)}

D {â1 (i)}  1

2
min

(
1,

1

K (1�K)

 
1

N
+

K
N
2 +1 + (1�K)

N
2 +1

2

!)
+ (7)

+3KN+3 (1�K)N .
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Доказательство.

M(â1 (i)
2) =

N�1X

j=1

P {N1 = j}M(
1

j

X

m2A1

Lm�
1

N � j

X

m2A0

Lm)
2

+

+P {N1 = N}M
 

1

N

X

m2A1

Lm

!2

+ P {N1 = 0}M
 

1

N

X

m2A0

Lm

!2

=

=
N�1X

j=1

P {N1 = j}
✓
D (L | ⇠0i = 1)

j
+

D (L | ⇠0i = 0)

N � j

◆
+ P {N1 = N} D (L | ⇠0i = 1)

N
+

+P {N1 = 0} D (L | ⇠0i = 0)

N
+

N�1X

j=1

P {N1 = j} (M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
)
2
+

+P {N1 = N} (M
�
L | ⇠0i = 1)

�2
+ P {N1 = 0} (M

�
L | ⇠0i = 0)

�2
.

Поскольку 0  L  1, то
0  M (L | ⇠0i = 1)  1, 0  M (L | ⇠0i = 0)  1, D (L | ⇠0i = 1)  1

4 ,
D (L | ⇠0i = 0)  1

4 .
Отсюда

M(â1 (i)
2)  1

4

NX

j=1

Cj
NK

j(1�K)N�j

j
+
1

4

N�1X

j=0

Cj
NK

j(1�K)N�j

N � j
+

+[M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
]
2
+KN+(1�K)N = .

1

4

NX

j=1

Cj
NK

j(1�K)N�j

j
+
1

4

NX

j=1

Cj
N(1�K)jKN�j

N � j
+

+(M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
)
2
+KN+(1�K)N .

С использованием (6) и очевидного неравенства
NX

j=1

Cj
N

(1�K)jKN�j

j


NX

j=0

Cj
N (1�K)j KN�j = 1

получаем

M(â1 (i)
2)  1

4
[

1

1�K

✓
2

N
+K

N
2

◆
+

1

K

✓
2

N
+ (1�K)

N
2

◆
]+

+[M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
]
2
+KN+(1�K)N 

 1

2
min

(
1,

1

K (1�K)

 
1

N
+

K
N
2 +1 + (1�K)

N
2 +1

2

!)
+

+[M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
]
2
+KN+(1�K)N .
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По Теореме 2
[Mâ1 (i)]

2 = [M
�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
� (1�K)N M

�
L | ⇠0i = 1

�
+

+KNM
�
L | ⇠0i = 0

�
]
2
= [M

�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
]
2
+

+[(1�K)N M
�
L | ⇠0i = 1

�
�K

N
M
�
L | ⇠0i = 0

�
]
2
+

+2
⇣
KN + (1�K)N

⌘
M
�
L | ⇠0i = 1

�
M
�
L | ⇠0i = 0

�
�

�2 (1�K)N M
�
L | ⇠0i = 1

�2 � 2KNM
�
L | ⇠0i = 0

�2 �
� [M

�
L | ⇠0i = 1

�
�M

�
L | ⇠0i = 0

�
]
2 � 2KN � 2 (1�K)N .

Собирая полученные оценки, получаем
D{â1 (i) = M([â1 (i)]

2)� [M{â1 (i)}]
2 

 1

2
min

(
1,

1

K (1�K)

 
1

N
+

K
N
2 +1 + (1�K)

N
2 +1

2

!)
+ 3KN+3 (1�K)N .

Что и требовалось доказать.
Для дисперсии оценки a1 =

nP
i=1

â1 (i) имеем

D (a1) = D
nX

i=1

â1 (i)}  (
nX

i=1

D(â1 (i))
1
2 )

2



 n2

2
min

(
1,

1

K (1�K)

 
1

N
+

K
N
2 +1 + (1�K)

N
2 +1

2

!)
+ 3n2K

N
+3n2 (1�K)

N
.

Для дисперсий D(âr (i)) и D(ar) справедливы неравенства
D{âr (i)  r2D{â1 (i) ; D(ar)  r2D(a1).

6. Численный пример. Рассмотрим простую модель, в которой ге-
нерируется биномиальная случайная величина ⇠, такая что P{⇠ =1}=
K,P{⇠ =0}=1-K. Математическое ожидание выходного показателя и его дис-
персия при условии ⇠ =0 равны L0 и D0. Соответствующие величины при усло-
вии ⇠ =1 равны L1 и D1. N , как и раньше, обозначает число реализаций.

Для данной модели выражения для дисперсии и смещения оценок производ-
ных от выходного показателя по K принимают следующий вид:

D (a) =
D1 (1�K) +D0K + (L1 (1�K) + L0K)2

NK(1�K)
;

D(a1) =
D0

(1�KN)2

N�1X

m=0

Km �KN

N �m
+

L2
0K

N

(1�KN)2
+ 2

L0L1KN(1�K)N

(1�KN)(1� (1�K)N)
+

+
D1

(1� (1�K)N)
2

N�1X

m=0

(1�K)m � (1�K)N

N �m
+

L2
1(1�K)N

(1� (1�K)N)
2 ;
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D(a1) = D0

N�1X

m=0

Km �KN

N �m
+D1

N�1X

m=0

(1�K)m � (1�K)N

N �m
+

+L2
0K

N(1�KN)+L2
1(1�K)N(1�

⇣
1�K)N

⌘
++2L0L1K

N(1�K)N ;

�(a1) = L0K
N � L1 (1�K)N .

В таблицах 1-3 приведены результаты расчётов зависимости D(a), D(a1),
D(a1) + �2(a1) от N при L0 = 0, 5; L1 =0,6 и D0 = D1 = 0, 0004. Расчёты
проводились при K =0,7; K =0,85 и K =0,9.

Графики соответствующих зависимостей приведены на рисунках 1-3.
Эти простые примеры наглядно показывают, что улучшенные оценки демон-

стрируют существенно более быструю сходимость с ростом N по сравнению с
предлагавшимися ранее оценками вида a.

N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
D(a) 0,6698 0,4465 0,3349 0,2679 0,2233 0,1914 0,1674 0,1488 0,134 0,1218
D(a1) 0,5682 0,2184 0,1091 0,0624 0,0386 0,025 0,0167 0,0113 0,0078 0,0054
D(a1)+
�2(a1)

0,1554 0,0959 0,0634 0,0433 0,0301 0,0211 0,0148 0,0104 0,0074 0,0052

Таблица 1. Результаты расчётов для K = 0, 7.

Рис. 1. Зависимость от N : 1 – D(a), 2 – D(a1), 3 – D(a1) +�2(a1); K = 0, 7.

На графике непосредственно видна гораздо более быстрая сходимость улуч-
шенных оценок a1 и a1 по сравнению с ранее предлагавшейся оценкой a.

Второй график показывает, что более быстрая сходимость улучшенных оце-
нок a1 и a1 по сравнению с ранее предлагавшейся оценкой aсохраняется и при
приближении K к единице.

Из рассмотрения последнего графика видно, что и при K ещё более близком
к единице улучшенные оценки a1 и a1 сходятся существенно быстрее ранее
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N 3 5 7 9 11 13 15 17
D(a) 0,6944 0,4167 0,2976 0,2315 0,1894 0,1603 0,1389 0,1225
D(a1) 1,0367 0,3593 0,1743 0,0987 0,0609 0,0396 0,0266 0,0184

D(a1) +�2(a1) 0,1550 0,1113 0,0806 0,0583 0,0423 0,0307 0,0222 0,0161

Таблица 2. Результаты расчётов для K = 0, 85.

Рис. 2. Зависимость от N : 1 – D(a), 2 – D(a1), 3 – D(a1) +�2(a1); K = 0, 85.

N 4 6 8 10 12 14 16 18
D(a) 0,7236 0,4824 0,3618 0,2894 0,2412 0,2067 0,1809 0,1608
D(a1) 1,3883 0,6061 0,3325 0,2062 0,1377 0,0967 0,0703 0,0524

D(a1) +�2(a1) 0,1643 0,1332 0,108 0,0876 0,071 0,0576 0,0468 0,0379

Таблица 3. Результаты расчётов для K = 0, 9.

предлагавшейся оценки a. Сравнение трёх графиков показывает также, что
при приближении K к единице сходимость улучшенной оценки a1 всё-таки
несколько замедляется, как и указывалось ранее. В то же время на сходимость
улучшенной оценки a1 изменение K практически не оказывает влияния.

Заключение. Проведённое в данной работе исследование сходимости оце-
нок производных от выходного показателя модели по параметру K биномиаль-
ного распределения показывают существенное улучшение сходимости предло-
женных улучшенных оценок по сравнению с предлагавшимися ранее. В осо-
бенности это относится к практически значимому случаю K близких к 1. Это
позволяет рекомендовать их к использованию при оценке точности результатов
компьютерного моделирования.
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Рис. 3. Зависимость от N : 1 – D(a), 2 – D(a1), 3 – D(a1) +�2(a1); K = 0, 9.
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