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Введение. Математические модели континуумов с микроструктурой это
модели сред, в которых точка среды обладает дополнительными степенями сво-
боды, помимо трех, описывающих положение точки среды в пространстве. До-
полнительные степени свободы обеспечиваются посредством прикрепления к
точке среды т.н. триады "директоров". В таком случае имеет смысл говорить
не о точке тела, а о некотором малом теле, построенном на данной триаде ди-
ректоров. При деформировании такого тела преобразование тройки директоров
определяет тензор микродеформации.

Впервые микрополярная теория была предложена в работе [1] в 1909 году.
В дальнейшем интерес к ней вернула работа Трусделла и Эриксена, посвя-
щенная применению идей, изложенных братьями Коссера, к вопросу расчета
оболочек [2]. После этого в 1960-1980 годах теория сред с микроструктурой
и в частности теория микрополряных сред получает активное развитие, здесь
перечислим некоторые работы [3–7].

Позже в работах [8–11], было замечено, что при моделировании анизотроп-
ного микрополярного тела (полуизотропность является простейшим случаем)
необходимо привлекать аппарат псевдотензоров [12,13] для получения коррект-
ных результатов.

1. Уравнения Навье –Ламе линейного полуизотропного микропо-
лярного тела. Вывод системы уравнений Навье –Ламе для линейного по-
луизотропного микрополярного тела можно найти в работе [14], и в терминах
псевдотензоров [8, 11]:
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где p = (1, 2, 3) –
набор материальных констант, соответствующий упругому потенциалу полуи-
зотропного микрополярного тела, записанному в виде основной энергетической
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формы;
[�1]
✏ jpq,

[+1]
✏ jpq – символы перестановок;

[+1]
e ,

1
[�1]
e

– ориентирующий псев-

доскаляр.
Систему уравнений (1) можно можно получить в терминах абсолютных тен-

зоров, согласно методу предложенному в работе [15]. Суть метода заключается в
том, чтобы посредством умножения или деления интересующего псевдотензора
на целую степень ориентирующего псевдоскаляра

[+1]
e (который является ко-

вариантно постоянным) свести итоговый вес произведения к нулю, тем самым
получив абсолютный тензор. Благодаря данному подходу система уравнений
(1) будет представима в терминах абсолютных тензоров:
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здесь ejpq – тензор перестановок. Отметим, что в системе уравнений (2) второе
уравнение дополнительно умножили на

[+1]
e .

Коэффициенты при слагаемых в системе уравнений (2) могут быть пересчи-
таны для иных материальных констант на основе соотношений представленных
в работе [16].

Плоские монохроматические связанные волны перемещений и мик-
ровращений в линейном полуизотропном микрополярном теле. Плос-
кая связанная монохроматическая волна перемещений и микровращений в ли-
нейном полуизотропном микрополярном представима в виде:

uj = Uje
i(kpxp�!t), �j = �je

i(kpxp�!t), (3)

где kp – волновой вектор, xp – пространственные ковариантные координаты, !
– частота, Uj,�j – компоненты вектора амплитуды (поляризации) колебаний
упругой волны и волны кручения, соответственно.

Подставим выражения, описывающие плоскую монохроматическую волну,
(3) в систему уравнений движения (2) и учитывая, что:

rqu
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j, @tu
j = �i!uj,



ПЛОСКИЕ МОНОХРОМАТИЧЕСКИЕ СВЯЗАННЫЕ ВОЛНЫ ... 119

получим систему из двух векторных уравнений, которым должен удовлетворять
вектор амплитуд (поляризации) связанной волны перемещений и микровраще-
ний:
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(4)
Систему линейных алгебраических уравнений (4) можно записать в символи-
ческой форме:

D · X = 0, (5)

где X = (U1, U2, U3,�1,�2,�3). Без исключения общности рассмотрим случай
коллинеарности волнового вектора k и третьего пространственного орта2 k =
(0, 0, k), тогда матрица D будет иметь вид:

D =

0
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0 d22 0 d24 d25 0
0 0 d33 0 0 d36
d41 d42 0 d44 d45 0
d51 d52 0 d54 d55 0
0 0 d63 0 0 d66

1

CCCCCA

С помощью перестановок строк и столбцов матрица D может быть приведена
к блочно –диагональному виду. В таком случае вектор амплитуд примет вид:

X = (X?,Xk) = (U?,�?,Xk) = (U1, U2,�1,�2, U3,�3), (6)

где X? = (U?,�?) – компоненты связанной поперечной волны перемещений и
микровращений, U? = (U1, U2) – компоненты поперечной волны перемещений,
�? = (�1,�2) – компоненты поперечной волны микровращений, Xk = (U3,�3)
– компоненты перемещений и микровращений продольной волны. Матрица D
преобразуется к виду:
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2Волновой вектор k всегда можно представить в таком виде посредством поворота системы
координат.
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где блочные элементы матрицы D 3 Dij записываются в следующем виде:

D33 =

✓
d33 d36
d63 d66

◆
=

0

B@
(a
1
+ b

1
+ c

1
)k2 � ⇢!2

1

2
(a
3
+ b

3
+ c

3
)k2

1

2
(a
3
+ b

3
+ c

3
)k2 (a

2
+ b

2
+ c

2
)k2 + 2(b

1
� c

1
)� J!2

1

CA ,

D11 =

✓
d11 0
0 d22

◆
=

 
b
1
k2 � ⇢!2 0

0 b
1
k2 � ⇢!2

!
,

D22 =

✓
d44 d45
d54 d55

◆
=

 
2(b

1
� c

1
) + b

2
k2 � J!2 (b

3
� c

3
)ik

�(b
3
� c

3
)ik 2(b

1
� c

1
) + b

2
k2 � J!2

!
, (8)

D12 =

✓
d14 d15
d24 d25

◆
=

0

B@

1

2
b
3
k2 (b

1
� c

1
)ik

�(b
1
� c

1
)ik

1

2
b
3
k2

1

CA ,

D21 =

✓
d41 d42
d51 d52

◆
=

0

B@

1

2
b
3
k2 (b

1
� c

1
)ik

�(b
1
� c

1
)ik

1

2
b
3
k2

1

CA .

Для того чтобы существовало нетривиальное решение системы (5) необходи-
мо чтобы детерминант матрицы D был равен нулю. Для блочно –диагональной
матрицы D вида (7) определитель может быть рассчитан по следующей фор-
муле [17][стр. 59, ур. Iа]4:

det(D) = det(D33) det(D11D22 � D21D12). (9)

Из уравнения выше сразу можно видеть, что для выполнения равенства (5)
достаточно того, чтобы один из множителей был равен нулю. Выпишем их с
учетом (8) вида блочных матриц5Dij:

det(D33) = d33d66 � d63d36 = 0, (11)

det(D11D22 � D12D21) =
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⇤
= 0.

3Отметим, что D12 = D21.
4Здесь учитывается, что D11 = d11I, где I единичная матрица.
5Здесь учтены следующие соотношения между элементами блочных матриц:

d11 = d22, d44 = d55, d45 = �d54, d14 = d41 = d25 = d52, d15 = d42 = �d51 = �d24 (10)
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Далее для удобства перейдем к следующим обозначениям:
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где v2uk, v2�k, v2sk – скорости распространения связанной продольной волны пе-
ремещений и микровращений, соответственно; v2u?, v2�?, v2s? – скорости распро-
странения связанной поперечной волны перемещений и микровращений, соот-
ветственно, ⌦2

1, ⌦2
3 – константы, имеющие размерность циклической частоты.

Выпишем получившиеся вид блочных матриц Dij с учетом введеных ранее обо-
значений6:
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Приведем на основании таблицы (1) из работы [16], формулы пересчета скоро-
стей продольных и поперечных связанных волн перемещений, микровращений
для различных наборов материальных констант, которые соберем для удобства
в таблице (1).

C учетом вида блочных матриц (14) выпишем соотношения (11), (12) в раз-
вернутом виде и получим:
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6Здесь в матрице D первую, вторую и пятую строку разделили на ⇢, а третью, четвертую
и шестую строки на J .
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Таблица 1. Скорости распространения продольной и поперечной волны перемещений
и микровращений
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2k � ⇢!2

�
!2 � ⌦2

1

�
= 0, (17)

где уравнение (15) соответствует соотношению (11), а (16) и (17) соответству-
ют первому и второму множителю во второй строке выражения (12), соответ-
ственно. Таким образом условие равенства нулю определителя, а следовательно
и возможность существования нетривиального решения системы (5) выпишет-
ся в виде одного биквадратного алгебраического уравнения и двух уравнений
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четвертой степени.7 Данные уравнения позволяют определить такие значения
k волнового вектора k при котором будет возможно существование попереч-
ной или продольной связанной волны перемещений и микровращений. Отме-
тим сразу решение, которое удовлетворяет всем трем уравнениям свыше k = 0,
!2 = ⌦2

1.
Биквадратное уравнение (15) может быть сведено к квадратному уравнению

и его решением будет:

k2
1,2 =

h
±
q

4J⇢2!2v4sk(!
2 � ⌦2

1) + (⇢v2uk(⌦
2
1 � !2) + !2v2�k)

2

+ ⇢v2uk(!
2 � ⌦2

1) + v2�k!
2
⇤
\2(v2ukv2�k � J⇢V 4

sk). (18)

Уравнения четвертой степени (16), (17) могут быть решены с помощью метода
Декарта –Эйлера, изложение которого можно найти, к примеру, в [18].

Определение условий связанности продольной волны перемещений
и микровращений. Рассмотрим случай, когда волновой вектор представим в
виде k = (0, 0, k), где k волновое число, которое является решением уравнения
(15) и не является решением уравнений (16), (17). В таком случае определитель
матрицы D будет равен нулю и следовательно возможно существование нетри-
виального решения системы (5). Перепишем данную систему с учетом вида (7)
матрицы D и вида (6) вектора амплитуд X:
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A = 0. (19)

Чтобы определить решение данной системы для начала рассмотрим вид ком-
понент связанной поперечной волны X?. Поскольку выбрано такое волновое
число k, что уравнения (16), (17) не выполняются, то следовательно не выпол-
няется условие (12). Это означает, что компоненты связанной поперечной волны

7От скоростей волны можно перейти к длине волны если разделить на частоту !, в таком
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могут обладать только тривиальным видом:

U? = (U1, U2) = (0, 0), �? = (�1,�2) = (0, 0). (20)

Рассмотрим компоненты продольной связанной волны. Поскольку выбрано
такое волновое число k, что выполняется уравнение (15), то это позволяет
выразить компоненту продольный волны перемещений через компоненту про-
дольный волны микровращений, либо наоборот компоненту продольной волны
микровращений через компоненту продольный волны перемещений, что можно
символически записать как:

U3 =
1

Ck
�3, �3 = CkU3. (21)

Определить неизвестную константу Ck можно из необходимости выполнения
следующих соотношений:

D33 ·Xk =

✓
d33 d36
d63 d66

◆✓
U3

CkU3

◆
=

✓
d33 Ckd36
d63 Ckd66

◆
U3 = 0. (22)

Откуда видно, что постоянная Ck может принимать два значения, каждое из
которых выбирается таким образом, чтобы в соотношениях выше тождествен-
но выполнялось либо первое, либо второе, на что указывает соответствующий
нижний числовой индекс:

Ck,1 = �
d33
d36

= �
k2v2uk � !2

k2Jv2sk
, Ck,2 = �

d63
d66

= �
k2⇢v2sk

k2v2�k + ⇢ (⌦2
1 � !2)

, (23)

где k обладает видом (18). При подстановке констант Ck,1, Ck,2 в систему урав-
нений (22) одно из соотношений будет выполняться тождественно благодаря
выбранному виду констант, а оставшиеся соотношения будут выполняться в
силу выполнения условия (11), поскольку полученные выражения совпадают с
определителем матрицы D33. Отметим, что линейная комбинация 1

2(Ck,1+Ck,2)
так же будет удовлетворять системе уравнений (22).

2. Определение коэффициента связанности поперечной волны пе-
ремещений и микровращений. Рассмотрим теперь иной случай, когда вол-
новое число k является решением уравнения (16) или (17), но не является ре-
шением уравнения (15). В данном случае уравнение (5) будет обладать нетри-
виальным решением.

Для начала рассмотрим каким видом будут обладать компоненты продоль-
ной связанной волны Xk. Поскольку волновое число k не является решением
уравнения (15), то и условие (11) не выполняется, следовательно компоненты
продольной волны перемещений и микровращений должны обладать тривиаль-
ным видом, чтобы уравнение (5) выполнялось, а именно:

Xk = (U3,�3) = (0, 0). (24)
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Для определения коэффициента связанности поперечной волны перемеще-
ний и микровращений представим, что компоненты поперечной волны микро-
вращений связаны с компонентами поперечной волны перемещений следующим
соотношением:

�? = C? ·U?, (25)
здесь C? есть матрица коэффициентов связанности компонент поперечной вол-
ны перемещений и микровращений.

Подставим соотношение выше в первые два равенства системы уравнений
(19) и получим систему двух векторных уравнений:

[D11 +D12 ·C?] ·U? = 0

[D21 +D22 ·C?] ·U? = 0
(26)

В силу произвольности вектора амплитуд поперечной волны перемещений U?
система уравнений выше должна выполняться за счет правильного выбора мат-
рицы коэффициентов C?, которая может принимать два значения. Каждое из
этих двух значений выбрано таким образом чтобы тождественно выполнялось
первое или второе векторное уравнение (что, по аналогии с предыдущим слу-
чаем, указано в нижнем индексе соответствующего коэффициента) в (26):

C?,1 = �(D12)
�1 ·D11, C?,2 = �(D22)

�1 ·D21. (27)
Далее подставим полученные выражения (27) для коэффициентов связанности
в (26) и придем к двум условиям для каждого значения коэффициента C?
которые должны выполняться:

D21 �D22 · (D12)
�1 ·D11 = 0, D11 �D12 · (D22)

�1 ·D21 = 0; (28)
Преобразуем их, учитывая, что матрица D11 обладает структурой вида d11I:
D21 �D22 · (D12)

�1 ·D11 = D21 ·D12 �D11 ·D22 = �(D11 ·D22 �D21 ·D12) = 0

D11 �D12 · (D)�1
22 ·D21 = D11 · (D21)

�1 �D12 · (D22)
�1 =

= (D21)
�1 ·D11 ·D22 �D12 = D11 ·D22 �D21 ·D12 = 0

Как видно из выкладок выше, условия (28) по сути своей аналогичны и сво-
дятся к условию равенства нулю матрицы D11 · D22 � D21 · D12 и, учитывая
вид данной матрицы (12) (условие равенства определителя данной матрицы
было условием существования поперечных связанных волн), получим систему
из двух уравнений:

d11d44 � d214 + d215 = ⇢!4 +
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3v
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�
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3!
2
⇤
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Отсюда сразу можно увидеть одно, указанное ранее, решение k = 0, ! = ⌦2
1.

Другое нетривиальное решение получим, выразив из второго соотношения
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квадрат волнового числа k2 через квадрат частоты !2 (или наоборот) и под-
ставив в первое соотношение. После чего остается только решить полученное
биквадратное уравнение относительно k2 или !2, соответственно. Выпишем по-
лученное решение:

k2 =
⌦4

1⌦
2
3 (⌦

2
3 � 4⇢v2s?)

4v4s? (⇢J2⌦4
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3) + 4⌦2
1⌦

2
3v

2
s?
�
v2�? � ⇢v2u?

�, (29)

!2 =
⌦4

1 (4⇢v
2
s? � ⌦2

3) (J
2⌦2

1v
2
s? � ⌦2

3v
2
u?)

4v4s? (⇢J2⌦4
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3) + 4⌦2
1⌦

2
3v

2
s?
�
v2�? � ⇢v2u?

�. (30)

Таким образом, для найденных квадратов волнового числа и частоты, суще-
ствует связанная волна перемещений и микровращений.

Заключение. В настоящей работе были получены следующие результаты:
• Приведена таблица пересчета скоростей продольных и поперечных упру-

гих волн и волн кручения для различных наборов материальных кон-
стант.

• Получены дисперсионные уравнения для плоской монохроматической
волны в линейном полуизотропном микрополярном теле.

• Найдено волновое число при котором возможно существование продоль-
ной связанной волны перемещений и микровращений в линейном мик-
рополярном теле и вычислен коэффициент связанности компоненты пе-
ремещений и микровращения.

• Определены квадраты частоты, волнового числа (и коэффициент свя-
занности поперечной волны перемещений и микровращений), при кото-
рых возможно существование поперечной связанной волны, для которой
вектор амплитуд перемещений будет выражаться через вектор амплитуд
микровращений.

В дальнейшем данный подход может быть применим к исследованию распро-
странения плоских монохроматических связанных волн перемещений, микро-
вращений, температурных колебаний в линейном микрополярном термоупру-
гом полуизотропном теле.
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