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Аннотация. Для уравнений линейной теории упругости в трехмерном случае построены но-
вые законы сохранения. С их помощью впервые решена краевая задача в перемещениях в
общем случае для произвольного тела конечных размеров. Решение получено в виде квад-
ратур по внешней границе тела. Показано, что для решения этой задачи достаточно трех
фиксированных гармонических функций.
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Abstract. New conservation laws are constructed for the equations of the linear theory of elasticity
in the three-dimensional case. Using these laws, for the first time, a boundary value problem in
displacements was solved in the general case for an arbitrary body of finite dimensions. The solution
is obtained in quadratures along the outer boundary of the body. It is shown that three fixed
harmonic functions are sufficient to solve considered problem.
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Для уравнений линейной теории упругости существует много способов по-
строения точных решений с помощью гармонических функций (см., например
[1]). Для этих уравнений упругости строились и законы сохранения [2], которые,
однако, не нашли практического применения. В работе показано, что краевая
задача в перемещениях может быть полностью решена с помощью законов со-
хранения, впервые приведенных в статье, и трех гармонических функций.

Рассмотрим уравнения линейной теории упругости в пространственном слу-
чае:

F1 = (�+ 2µ)u1
xx + (�+ µ)(u2

xy + u3
xz) + µ(u1

yy + u1
zz) = 0,

F2 = (�+ 2µ)u2
yy + (�+ µ)(u1

xy + u3
yz) + µ(u2

xx + u2
zz) = 0,

F3 = (�+ 2µ)u3
zz + (�+ µ)(u1

xz + u2
yz) + µ(u3

xx + u3
yy) = 0,

(1)

где �, µ – упругие постоянные Ламе, ui, (i = 1, 2, 3) – компоненты вектора де-
формации; индекс внизу означает производную по соответствующим перемен-
ным. Поставим для этих уравнений следующую краевую задачу:

u1
��
S
= u1

0(x, y, z), u2
��
S
= u2

0(x, y, z), u3
��
S
= u3

0(x, y, z). (2)

Здесь S – замкнутая поверхность, ограничивающая объем V , ui
0 (i = 1, 2, 3) –

некоторые заданные функции.
Определение. Законом сохранения для системы уравнений (1) назовем выра-

жение вида
Ax +By + Cz = !1F1 + !2F2 + !3F3,

где A, B, C называются компонентами сохраняющегося тока, !i (i = 1, 2, 3) –
некоторые линейные дифференциальные операторы, одновременно не равные
тождественно нулю. В этой работе A, B, C, !i – функции, зависящие только от
зависимых и независимых переменных.

Имеет место следующая теорема.
Теорема. Система уравнений (1) допускает закон сохранения со следующими

сохраняющимися токами:

A = w1u1
x+w2u2

x+w3u3
x, B = w1u1

y+w2u2
y+w3u3

y, C = w1u1
z+w2u2

z+w3u3
z. (3)

Здесь (u1, u2, u3), (w1, w2, w3), – произвольные решения системы уравнений (1).
Замечание. Система (1) допускает и другие законы сохранения с другими

сохраняющимися токами, отличными от (3). Они здесь не приведены, поскольку
не дают решения задачи (1), (2).

Решим задачу (1)–(2), поставленную выше.
Из (3) по формуле Гаусса – Остроградского следует, что

y

V

(Ax +By + Cz)dxdydz =
{

S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy = 0. (4)
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Пусть (x0, y0, z0) – некоторая внутренняя точка области V и

u1 =
1

r
� ↵

@

@x

x� x0

r
, u2 = �↵ @

@y

x� x0

r
, u3 = �↵ @

@z

x� x0

r
,

4↵ =
1

1� ⌫
, r2 = (x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2,

(5)

где ⌫ – коэффициент Пуассона. Тогда (5) есть решение системы уравнений (1)
[1].

Рассмотрим шар радиуса " : "2 = (x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2, описанный
вокруг точки (x0, y0, z0). Тогда из (4) имеем:

{

S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy = �
{

"

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy. (6)

Сделаем в правой части равенства (6) замену по следующим формулам:

x = x0 + " cos cos', , y = y0 + " sin cos', z = z0 + " sin',

0    2⇡,
⇡

2
 '  ⇡

2
.

Тогда при "! 0 из (4)–(6) получаем:

aw1(x0, y0, z0) =

=
{

S

u1
0

✓
1

r
� ↵

@

@x

x� x0

r

◆
dydz � u2

0↵
@

@y

x� x0

r
dzdx� u3

0↵
@

@z

x� x0

r
dxdy, (7)

здесь a – постоянная, равная �8

5
↵

✓
�+

8

3
µ

◆
+

4

3
⇡(�+ µ).

Аналогично, если в (6) положить

u1 = �↵ @

@x

y � y0
r

, u2 =
1

r
� ↵

@

@y

y � y0
r

, u3 = �↵ @

@z

y � y0
r

,

то получаем:

bw2(x0, y0, z0) =

=
{

S

� u1
0↵

@

@x

y � y0
r

dydz + u2
0

✓
1

r
� ↵

@

@y

y � y0
r

◆
dzdx� u3

0↵
@

@z

y � y0
r

dxdy,

(8)

где b – постоянная, равная � 9

32
⇡2↵µ+

4

5
↵⇡

✓
3�+

11

3
µ

◆
+

8

3
µ⇡.

Таким же образом, если в (6) положить

u1 = �↵ @

@x

z � z0
r

, u2 = �↵ @

@y

z � z0
r

, u3 =
1

r
� ↵

@

@z

z � z0
r

,

получаем:
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w3(x0, y0, z0) =

=
{

S

� u1
0↵

@

@x

z � z0
r

dydz � u2
0↵

@

@y

z � z0
r

dzdx+ u3
0

✓
1

r
� ↵

@

@z

z � z0
r

◆
dxdy,

(9)

где c – постоянная, равная
3

8
⇡2↵µ� 4

5
↵⇡

✓
2�+

19

3
µ

◆
+

4

3
⇡(�+ 4µ).

Из формул (7) – (9) можно найти решение уравнений (1) в любой внутрен-
ней точке области V . Тем самым краевая задача (2) для системы уравнений
(1) полностью решена. Отметим, что подобная задача для случая двумерной
упругости решена в [3].

ДОПОЛНИТЕЛЬНО

Вклад авторов. Вклад авторов равноценен.
Конфликт интересов. Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.
Источник финансирования. Авторы заявляют об отсутствии внешнего финанси-
рования при проведении исследования.

ADDITIONAL INFORMATION

Authors’ contribution. The contribution of the authors is equivalent.
Competing interests. The authors declare that they have no competing interests.
Funding. This study was not supported by any external sources of funding.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Новацкий B. Теория упругости. М.: Мир, 1975. 872 с.
[2] Олвер П. Приложение групп Ли к дифференциальным уравнениям. М.: Мир, 1989. 639 с.
[3] Аннин Б. Д., Сенашов С. И., Гомонова О. В. Решение краевых задач уравнений двумерной

теории упругости с помощью законов сохранения // Вестник СибГУ. 2020. № 3 Т. 21.
С. 290–294.

REFERENCES
[1] Novatsky V. Theory of Elasticity. Мoscow: Mir, 1975. 872 p. (in Russian)
[2] Olver P. Application of Lie Groups to Differential Equations. Moscow: Mir, 1989. 639 p. (in

Russian)
[3] Annin B. D., Senashov S. I., Gomonova O. V. Solving of Boundary Value Problems of 2-

dimensional Elasticity Using Conservation Laws // Vestnik SibSAU. 2020, № 3 Vol. 21. Pp. 290–
294.


