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Аннотация. В данной работе рассматривается задача изгиба многослойного бетонного
стержня поперечными нагрузками при наличии зон упругого и нелинейно-неупругого де-
формирования. Предполагается, что материал может состоять из произвольного количества
слоев, отличающихся физическими свойствами. Нагрузки таковы, что верхняя часть стерж-
ня находится в области сжатия, а нижняя в области растяжения. В результате действия
нагрузок, часть слоев будет находится в области упругого деформирования, часть в обла-
сти нелинейного квазиупругого деформирования, а остальная содержать границу раздела
упругой и нелинейной квазиупругой области. Решается задача определения минимальных
и максимальных нагрузок для каждой из возможных конфигураций областей в стержне.
Приводится алгоритм решения в математическом пакете Maple и сравнение полученных ре-
зультатов с аналитическими расчетами полученными ранее.
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Abstract. This paper considers the problem of bending a multilayer concrete rod under transverse
loads in the presence of zones of elastic and nonlinear-inelastic deformation. It is assumed that the
material can consist of an arbitrary number of layers that differ in physical properties. The loads
are such that the upper part of the rod is in the compression region, and the lower part is in the
tension region. As a result of the action of loads, some of the layers will be in the region of elastic
deformation, some in the region of nonlinear quasi-elastic deformation, and the rest will contain
the interface between the elastic and nonlinear quasi-elastic regions. The problem of determining
the minimum and maximum loads for each of the possible configurations of areas in the rod is
solved. The solution algorithm in the Maple mathematical package is presented and the results
obtained are compared with analytical calculations obtained earlier.
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Введение. Современные технологии производства железобетонных изде-
лий позволяют создавать многослойные конструкции, где в каждом из слоев
может быть реализована своя марка бетона [1]. При проектировании зданий и
сооружений часто возникает необходимость расчета стержней на несущую спо-
собность. Указанные задачи для многослойных железобетонных стержневых
конструкций с учетом влияния формы поперечного сечения, состава фазовых
материалов на несущую способность рассматривались в работе [2]. При воз-
действии поперечных нагрузок в слоях стержня могут возникать как области
упругого, так и нелинейного квазиупругого деформирования. Аналитические и
численные расчеты для указанных стержней в случае трех слоев были рассмот-
рены в работах [3,4]. С возрастанием количества слоев соответственно возраста-
ет и количество различных случаев, в которых каждый слой может находиться.
Если считать, что слои могут находиться в областях упругого деформирова-
ния, нелинейного квазиупругого деформирования и содержать границу разде-
ла упругого и нелинейного квазиупругого деформирования, то в общем случае
возможно 3n различных случаев. Задача поиска верхней и нижней границ на-
грузок для каждого конкретного случая рассматривается в данной работе.

1. Основные соотношения. Рассмотрим n-слойный стержень симмет-
ричного сечения [5].

Комбинацию из возможных случаев будем обозначать через
(i1, i2, ..., ij, ..., in), где значение ij для j-го слоя равно 0 для слоя, находя-
щегося целиком в области упругого деформирования, 1 – для нелинейного
квазиупругого и 2 – с границей раздела упругой и нелинейной областей.

В данной работе будем считать справедливыми классические кинематические
гипотезы Кирхгофа-Лява, при этом имеет место одноосное напряженное состоя-
ние, тогда для продольного усилия и изгибающего момента будет справедливо
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где zi – граница раздела областей упругого и нелинейного квазиупругого де-
формирования.
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Значения напряжений определяются из соотношений [6–8]

�e
i = Ei", �n

i = A1i"+ A2i"
2. (3)

Будем рассматривать задачу изгиба шарнирно-опертого стержня равномер-
ной поперечной нагрузкой q (рис. 1). Тогда моменты и усилия для данной ста-
тически определимой задачи будут равны

My(x) = q

✓
x2

2
� x

2

◆
, N(x) = 0. (4)

Рис. 1. Шарнирно-опертый стержень под действием равномерно-распределенной на-
грузки

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам
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где обезразмеривающие величины такие: ��
1⇤ – предел прочности при сжатии

бетона марки B10, l – длина стержня, q – величина распределенной нагрузки,
Q – величина перерезывающей силы, M – величина изгибающего момента, N
– продольного усилия, w – величина прогиба стержня.

Для деформации справедливы соотношения

"(x, z) = z0(x)
d2w0(x)

dx2
� z

d2w0(x)

dx2
, {(x) = d2w0(x)

dx2
, (6)

где w0(x) – величина прогиба осевой линии стержня, z0(x) – величина, опреде-
ляющая положение нейтральной линии, {(x) – кривизна осевой линии стержня.

Для определения неизвестных границ раздела областей zj1 , zj2 , ..., zjk спра-
ведливы соотношения

"+0j1
1� zj1(x)

=
"+0j2

1� zj2(x)
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"+0jk
1� zjk(x)

. (7)

Решая совместно уравнения (1)-(6) для заданной конфигурации
(i1, i2, ..., ij, ..., in) относительно неизвестных z0, zj1 , zj2 , ..., zjk , можно получить
распределение деформаций и моментов вдоль всей длины стержня. Причем
полученные значения деформации для каждого слоя должны удовлетворять
соответствующим ограничениям [5].
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2. Определение предельных нагрузок. Минимально возможную на-
грузку для заданной конфигурации (i1, i2, ..., ij, ..., in) будем обозначать через
q�(i1,i2,...,ij ,...,in), а максимально возможную через q+(i1,i2,...,ij ,...,in). Указанные пре-
дельные нагрузки определим из соотношений

q�(i1,i2,...,ij ,...,in) = min{q�(i1,i2,...,ij ,...,in),1, ..., q
�
(i1,i2,...,ij ,...,in),k

, ..., q�(i1,i2,...,ij ,...,in),n}, (8)

q+(i1,i2,...,ij ,...,in) = min{q+(i1,i2,...,ij ,...,in),1, ..., q
+
(i1,i2,...,ij ,...,in),k

, ..., q+(i1,i2,...,ij ,...,in),n}, (9)

где нагрузка q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k рассчитывается для конфигурации (i1, i2, ..., ij, ..., in)

в предположении, что минимальное значение (знак минус в верхнем индексе)
или максимальное значение (знак плюс в верхнем индексе) достигается в слое
с индексом k.

Кривизну { будем рассматривать как функцию от " и z, тогда из уравнения
(6) получим

{(", z) = "

z0 � z
. (10)

Для определения нагрузок q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k в уравнении (4) примем q =

q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k и положим значение кривизны равным (10) при значениях " и
z из таблицы 1 в уравнении (6). Решая совместно полученные уравнения (1)-(6)
относительно q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k, z0, zj1 , zj2 , ..., zjk для заданного сечения x, можем
определить искомые предельные нагрузки.

ik q�(i1,i2,...,ij ,...,in),k q+(i1,i2,...,ij ,...,in),k
0 {(0,�hk�1) {("+0k,�hk)
1 {("+0k,�hk�1) {("+⇤k,�hk)
2 {("+0k,�hk) {("+0k,�hk�1)

Таблица 1. Кривизна стержня при минимальной и максимальной нагрузках для слоя
с индексом k

Значение кривизны для соответствующих значений нагрузок из таблицы 1 и
соотношения (10) подставим в соотношение для определения деформации (6).
Тогда соотношения для определения деформации в зависимости от значения
ik и того, искалась ли минимальная или максимальная нагрузка, примут вид,
показанный в таблице 2.

Найденные значения положения нейтральной линии z0 в заданном сечении
позволяют найти значения деформации в каждом слое по соотношениям (6). В
зависимости от слоя k и того, максимальное или минимальное значение дефор-
мации искалось, определим значение деформации в заданном сечении стержня
x. Полученные решения будут иметь место, если для каждого слоя j = 1, 2, ..., n
найденные значения деформации на верхних и нижних границах в каждом се-
чении x не будут превышать предельные значения (таблица 4).
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ik q�(i1,i2,...,ij ,...,in),k q+(i1,i2,...,ij ,...,in),k

0 "(z) = 0 "(z) =
"+0k

z0+hk
(z0 � z)

1 "(z) =
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Таблица 2. Деформация стержня при минимальной и максимальной нагрузках для
слоя с индексом k

ij Деформация на нижней границе слоя Деформация на верхней границе слоя
0 �"�0j  "(�hij�1) "(�hij)  "+0j
1 "+0j  "(�hij�1) "(�hij)  "+⇤j
2 "(�hij�1)  "+0j "+0j  "(�hij)  "+⇤j

Таблица 3. Условия, которым должна удовлетворять деформация в слое с индексом j

3. Результаты расчета. Для иллюстрации методики расчета предель-
ных нагрузок возьмем физически-нелинейный бетонный стержень, полностью
аналогичный рассмотренному в [4], который в дальнейшем будем называть кон-
фигурацией 1

b1 = 0, 03, b2 = 0, 04, �1 = 0, 06, �2 = 0, 04, (11)
где первый слой реализован из бетона марки B10, второй – марки B30. Соот-
ветственно, все обозначения и предположения будут соответствовать работе [4].

№ Марка бетона E+ "+0 , 10
�2 "+⇤ , 10

�2 A1i A2i, 106

1 B10 1232,92 0,005 0,015 1479,50 -4,93167
2 B30 2629,23 0,005 0,015 3155,08 -10,517
3 B50 3312,54 0,00375 0,015 3975,04 -13,250

Таблица 4. Физические параметры бетонов

Физические параметры бетонов B10, B30, B50, используемые в расчетах, при-
мем согласно таблице 2 [9].

Рассмотрим конфигурацию (0, 0), которая соответствует случаю, когда пер-
вый и второй слои полностью находятся в области упругого деформирования.
В этом случае минимальное значение деформации и нагрузки будет равно 0

q�(0,0) = q�(0,0),1 = q�(0,0),2 = 0.

Максимальное значение нагрузки для конфигурации (0, 0) будет, когда де-
формация достигнет значения предельной упругой "+0k на верхней границе слоя.
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В этом случае нагрузка, соответствующая появлению нелинейной области во
втором слое стержня, будет равна

q+(0,0),2 = 0, 00048236,

а для нагрузки q+(0,0),1 отсутствуют соответствующие деформации, удовлетворя-
ющие условиям в таблице 4.

Нагрузка q�(0,2),2 очевидно будет равна q+(0,0),2

q�(0,2),2 = 0, 00048236.

Максимальное значение нагрузки для конфигурации (0, 2) будет являться
q+(0,2),1, а для q+(0,2),2 отсутствуют соответствующие деформации, удовлетворяю-
щие условиям в таблице 4

q+(0,2),1 = 0, 0007523.

Полученная нагрузка q+(0,2),1 будет равна минимальным нагрузкам для кон-
фигураций (2, 1) и (2, 2)

q�(2,1),1 = q�(2,2),1 = q�(2,2),2 = 0, 0007523.

Откуда очевидно, что при q � q�(2,1),1 весь второй слой будет в области нели-
нейного деформирования и одновременно появится нелинейная область на верх-
ней границе первого слоя.

Наибольшая нагрузка для конфигурации (2, 1) будет равна

q+(2,1),2 = 0, 001112.

Указанные решения полностью совпадают с решениями, полученными в ра-
боте [9].
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