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)*+,-./- 0*#.%: ?)’)(22’&"(6’)5#- )7’"(6’)5#- %$%*%65#, /’*(/’3/#- +(/#2(5#,
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6:;<;=>;. ! "#$%&’()) *+),’ -&./0&) *"1,#"1) 23).’)%$’ 455)6%#,,

$*’7#""89 $ *&73):$%*1), *")0"19 02,&* "# ;&*)3)"1) 31"#,1<)$619 $1$%),.

=#;+1,)+, *.1’"1> %#6 "#78*#),&?& #331%1*"&?& -).&?& ?#2$$&*$6&?& 02,#,

6&%&+8: 9#+#6%)+172)%$’ +#*"&,)+"&: $;)6%+#./"&: ;.&%"&$%/> 1 "&+,#./"&

+#$;+)3).@""8, 7"#<)"1), #,;.1%238, # %#6A) #331%1*"8, $;&$&-&, *&73):-

$%*1’ "# $1?"#.. B2, 7#%+23"’)% &;+)3).)"1) *+),)"1 +#-&%&$;&$&-"&$%1 1.1

#"#.17 $%#+)"1’ ,#%)+1#.# 7# $<@% %&?&, <%& &6#78*#)%$’ ")17*)$%"&: %&<"#’

7#*1$1,&$%/ "#;+’A)"1: * %*)+389 ,#%)+1#.#9 &% *+),)"1. C$$.)3&*#"1) *.1-

’"1’ $.2<#:"89 02,&*89 *&73):$%*1: "# ").1"):"8) 31"#,1<)$61) $1$%),8

’*.’)%$’ &3"1, 17 $#,89 #6%2#./"89 1 1"%)"$1*"& +#7*1*#>(19$’ "#;+#*.)-

"1: * ").1"):"&: 31"#,16) [1–3]. B2, ,&A)% ;+1*&31%/ 6 3*2, %1;#, 45-

5)6%&*: 1"32D1+&*#""&,2 02,&, $3*1?2 -152+6#D1:, 6&%&+8) 1,)>% ,)$%& *

3)%)+,1"1+&*#""&: $1$%),), # %#6A) 6 *&7"16"&*)"1> "&*89 %1;&* ;&*)3)"1’

1 "&*89 -152+6#D1: (5#7&*89 ;)+)9&3&*), ") "#-.>3#*019$’ * &%$2%$%*11 02-

,#. ! "#$%&’(): +#-&%) ;+1 3):$%*11 ?#+,&"1<)$6&: 7"#6&;)+),)""&: "#?+27-

61 ;)+)9&3 +)?2.’+"89 6&.)-#"1: * 9#&%1<)$61: &$2()$%*.’)%$’ ;& $D)"#+1>

E):?)"-#2,# [4]. F1$%),#%17#D1> 1$$.)3&*#"1: *7#1,&3):$%*1’ 1"32D1+&*#"-

"89 02,&, ")2$%&:<1*&$%): 1 5#7&*89 ;)+)9&3&* 3.’ 7#3#< 517161, -1&.&?11,

91,11 ;+1*).1 * 1987 ?&32 !. G&+$%9),6) 1 H. I)5)*+ [5]. J.’ ,)9#"1<)$619

+#$;+)3).)""89 $1$%), %#619 1$$.)3&*#"1: $3).#"& ") -8.&, ;&’*.’>%$’ %&./-

6& ;)+*8) ;2-.16#D11 * 4%&, "#;+#*.)"11 [6, 7].

1. 9?@AB=?:CB DB<BE>. H#$$,&%+1, $5)+1<)$62> ;&.&?2> &-&.&<62 *

;&.’+"&: $1$%),) 6&&+31"#%, **)3)""&: $.)32>(1, &-+#7&, (1):

! =
{
r, z|r → [0, b] ; z →

[
↑h

2 ,
h

2

]}
.

F1$%),2 2+#*")"1: 31"#,161 ;&.&?19 &-&.&<)6 * -)7+#7,)+"&, *13) 7#;1-

0), $.)32>(1, &-+#7&, [8]:
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↑

↑”
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1↑ ω2u30

ωr2
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↑ ω”

ωr

(
1↑ 1

r

ωu30

ωr

)
+ q + q→,

ω2”

ωr2
+

1

r

ω”

ωr
↑ 1

r2
ω”

ωr
=

ωu30

ωr

(
1↑ 1

2r

ωu30

ωr

)
,

(1)

?3) ” = ωF

ωr
, F – 52"6D1’ 2$1.1:, r – +#312$ &-&.&<61, u30 – ;+&?1-, q =

q0Sin(ϑpt) – ;&;)+)<"#’ "&+,#./"#’ "#?+276#, q0 1 ϑp – )) #,;.1%23# 1 <#$%&-

%# $&&%*)%$%*)""&. K331%1*"8: -).8: 02, 3&-#*.)" * $1$%),2 $ ;&$%&’""&:

1"%)"$1*"&$%/> q→ = qn (2.0 ↓ rand()/ (RAND_MAX + 1.0)↑ 1.0), ?3) qn – 1"-

%)"$1*"&$%/ 02,#, rand() – $%#"3#+%"#’ 52"6D1’ ’786# C++, ;+1"1,#>(#’

$.2<#:"&) D).&) <1$.& &% 0 3& RAND_MAX, RAND_MAX -– 6&"$%#"%#, +#*-

"#’ 65535. !8+#A)"1) ;+1"1,#)% ;+&17*&./"8) 3+&-"8) 7"#<)"1’ * 31#;#7&")



110 -. !. *D*@I!D, B. C.@OLJI!D, ?.@. D<?OBK(B<@I

(↑1; 1). J#""#’ ,#%),#%1<)$6#’ ,&3)./ -).&?& 02,# ;+)3.&A)"# D)"%+&, 6&,-

;/>%)+"89 1$$.)3&*#"1: * &-.#$%1 ,27861 1 #62$%161 (CCRMA) F%4"35&+3-

$6&?& 2"1*)+$1%)%#.

L $1$%),) (1) ;+1$&)31"1, ?+#"1<"8) 2$.&*1’ 3.’ 0#+"1+"&-;&3*1A"&?&

6&"%2+# * ,)+131&"#./"&, "#;+#*.)"11:

” = u30 = 0,
ω2u30

ωr2
+ ϖ

ωu30

ωr
;+1 r = b, (2)

"#<#./"8) 2$.&*1’:

u30 = 0,
ωu30

ωt
= 0, (3)

# %#6A) 2$.&*1’ * *)+01") &-&.&<61, *8;&."’>(1)$’ * )) ,#.&: &6+)$%"&$%1:

” ↔ Ar,
ω”

ωr
↔ A,

u30 ↔ B + Cr2,
ωu30

ωr
↔ 2Cr,

ω2u30

ωr2
= 2C,

ω3u30

ωr3
↔ 0,

(4)

73)$/ A,B,C – 6&4551D1)"%8, 6&%&+8) &;+)3).’>%$’ ;+1 <1$.)""&, +)0)"11

$1$%),8 3155)+)"D1#./"89 2+#*")"1:.

2. 2>@F;==GH IC@J;K>L;=A. F1$%),2 (1-4) -23), +)0#%/ ,)%&3&,

H2"?)-L2%%# <)%*)+%&?& ;&+’36# %&<"&$%1, 1$;&./72’ "# 6#A3&, 0#?) +)0)-

"1) *%&+&?& 2+#*")"1’ 17 (1). B#? ;& *+),)"1 *8-1+#)%$’ ;& ;+#*1.2 H2"?).

M1$.)""8: 46$;)+1,)"% ;+&*&31.$’ $& $.)32>(1, "#-&+&, ;#+#,)%+&*:

r = 1$,, h = 0.002$,, E = 70 ↓ 1046?$/$,2, ϖ = 0.34, ϱ = 2.7 ↓ 10↑6
6?/$,

3,

q0 = 8.776?$/$,
2.

!"#. 1. !$#%&’($) #*&+$

! &3"&, 17 <1$.)""89 46$;)+1,)"%&* 3.’

+#$$,#%+1*#),&: ,)9#"1<)$6&: $1$%),8 ;&3

3):$%*1), *")0"): "&+,#./"&: "#?+2761 *

2$.&*1’9 &%$2%$%*1’ *")"")?& -).&?& 02,#

#*%&+#,1 -8. ;&.2<)" $D)"#+1: E):?)"-#2,#

;)+)9&3# 6&.)-#"1: 17 ?#+,&"1<)$619 * 9#-

&%1<)$61) [4]. N&3)./ E):?)"-#2,# ;&3%*)+-

A3#)%$’ <1$.)""8,1 46$;)+1,)"%#,1 "# ,"&-

?19 ;+&$%89 ,#%),#%1<)$619 ,&3).’9. C7-

*)$%"&, <%& -152+6#D1’ 23*&)"1’ 9&+&0& &;1-

$#"# * #%%+#6%&+) H):$.)+# 1 3+. O&3&-"&) ’*-

.)"1) %#6A) &-"#+2A)"& * +#$$,#%+1*#),&:

7#3#<). FD)"#+1: E):?)">#2,# 3.’ 3#""&:

7#3#<1 -8. ;&.2<)" ;+1 <#$%&%) *")0"): "&+,#./"&: "#?+2761 ϑp = 0.516 [4].

J.’ D)"%+#./"&: %&<61 &-&.&<61 $ ;#+#,)%+&, ;&.&?&$%1 b = 4 -8.# +#$$<1-

%#"# 6&"$%#"%# E):?)"-#2,# (ςn) * $&&%*)%$%*11 $& 7"#<)"1), 2;+#*.’>()?&

;#+#,)%+# q0 * 2$.&*1’9 &%$2%$%*1’ *")0"19 5.26%2#D1:. P8.& *8’*.)"& 5
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-152+6#D1: 23*&)"1’ ;)+1&3#. O&.2<)""&) * +)72./%#%) <1$.)""89 46$;)+1-

,)"%&* 7"#<)"1) ςn = q0,n↑q0,n→1

q0,n+1↑q0,n
= 4.65608466, n = 5 9&+&0& $&?.#$2)%$’ $

%)&+)%1<)$61, 7"#<)"1), ς = 4.66916224, +#$9&A3)"1) $&$%#*.’)% &6&.& 0.28%.

C"%)+)$ ;+)3$%#*.’)% *.1’"1) #331%1*"&?& *")0")?& -).&?& 02,# "# ;&.2-

<)""8: $D)"#+1: E):?)"-#2,#.

O+1 ,#.&: 1"%)"$1*"&$%1 #331%1*"&?& -).&?& 02,# (qn = 0.01) %#6A) -8.#

;&.2<)"# $)+1’ -152+6#D1: 23*&)"1’ ;)+1&3#. P8.& *8’*.)"&, <%& -152+6#-

D11 23*&)"1’ ;)+1&3# ;&3 *.1’"1), 02,# "#$%2;#>% ;+1 ,)"/0): #,;.1%23)

*")0"): "&+,#./"&: ;)+1&31<)$6&: "#?+2761 (%#-.. 1). ! %#-.1D) 1 ;+1*)3)"8

$;)6%+8 ,&("&$%1 E2+/), ;&.2<)""8) 6#6 $ 2<)%&, *")0")?& #331%1*"&?& 02-

,#, %#6 1 -)7 ")?&. C7 3#""89 %#-.1D8 *13"&, <%& * 2$.&*1’9 02,# ;+&1$9&31%

.&6#.17#D1’ <#$%&% *&6+2? <#$%&%8
εp

2 . O&$.) ;&’*.)"1’
εp

2 .&6#.17#D1’ 02,&-

*&: $&$%#*.’>(): ;+&1$9&31% *&6+2? <#$%&%
εp

4 ,
3εp

4 1 %.3. !$)?& -8.& *8’*.)"&

4 -152+6#D11 23*&)"1’ ;)+1&3#, # ") 5, 6#6 * $.2<#) &%$2%$%*1’ 02,&*&?&

*&73):$%*1’.

q0 -)7 2<)%# 02,# qn = 0 c 2<)%&, 02,# qn = 0.01

0.08

0.11

0.135

,$-."/$ 1. 0.")("& 1(&2(&34 -&.434 25+$ ($ #/&($6"7 8&73&(-$5+$.
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H#$$,&%+1, $)<)"1’ O2#"6#+), ;&.2<)""8) 3.’ $D)"#+1’ E):?)"-#2,# -)7

2<)%# 02,&*&: "#?+2761. =# -1$$)6%+1$) ;)+*&: <)%*)+%1 (;+’,#’ 1) &%&-+#-

A#.#$/ $"#<#.# &3"# %&<6# (%#-..2 #)), <%& $&&%*)%$%*2)% ?#+,&"1<)$61, 6&.)-

-#"1’,, 7#%), $ ;)+*&: -152+6#D1): ;&’*1.#$/ )() &3"# %&<6# "# ;+’,&: 1

(%#-..2 -)), ;+1 *%&+&: -152+6#D11 &%&-+#71.1$/ )() 3*) %&<61 "# ;+’,&: 2,

;)+;)"3162.’+"&: ;+’,&: 1. M#$%/ %&<)6 $)<)"1’ O2#"6#+) ("# ;+’,&: 2) ;+1

3#./"):0), 3).)"11 $3*1?#>%$’ 1 &-+#72>% 6+1*2> (%#-..2 ))). F 2<)%&, 02-

#) -) *)

?) 3) ))

,$-."/$ 2. 9&%&("& :5$(;$6& <.) #/&($6") 8&73&(-$5+$ -&= 5%&’$ 25+$.

,&*&: $&$%#*.’>(): $ 1"%)"$1*"&$%/> qn = 0.01 ;+1 #,;.1%23) *")0"): "&+-

,#./"&: "#?+2761 q0 = 0.08 "# ?+#516) <)%6& *13"# ;+’,#’ 1 1 &-.#6& %&<)6.

Q-.#6& %&<)6 ")&3"&+&3"&, 1,))% -&./02> ;.&%"&$%/ * D)"%+) 1 ,1"1,#./"2>

"# ?+#"1D).

O+1 2*).1<)"11 #,;.1%238 *8"2A3#>(): "#?+2761 ;+&1$9&31% -152+6#-

D1’ 23*&)"1’ ;)+1&3#. =# $)<)"11 O2#"6#+) *13"&, <%& %&<61, 6&%&+8) ;+1-

%’?1*#>%$’ 6 %&<6#, "# ;+’,&: 1, &-+#72>% ;+’,2> .1"1>, %&<61, 6&%&+8)

;+1%’?1*#>%$’ 6 ;+’,&: 2, &-+#72>% &-.#6&. O+1 2*).1<)"11 *8"2A3#>():

"#?+2761 &-.#6& %&<)6 ;+1"1,#)% 5&+,2 4..1;$# (%#-..3#)). J#./"):01: +&$%

;#+#,)%+# *8"2A3#>(): "#?+2761 ;+1*&31% 6 *8%’?1*#"1> 4..1;$# (%#-..3--

3?)), <%& ;+&3&.A#)%$’ 3& %)9 ;&+, ;&6# ") ;+&17&:3)% 3).)"1) "# <)%8+) ?+2;-

;8 (%#-..33)-3))), %. ). "#$%2;.)"1> *%&+&: -152+6#D11 23*&)"1’ ;)+1&3#.
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#) -) *)

?) 3) ))

,$-."/$ 3. C&%&("& :5$(;$6& qn = 0.01, q0 → [0.11; 0.1335].

! +#-&%) 2$%#"&*.)"&, <%& 3.’ $5)+1<)$619 &$)$1,,)%+1<"89 &-&.&<)6 ;&3

3):$%*1), ;&;)+)<"&: 7"#6&;)+),)""&: "#?+2761 6&.)-#"1’ ;)+)9&3’% 17 ?#+-

,&"1<)$619 * 9#&%1<)$61) ;& $D)"#+1> E):?)"-#2,#, * %&, <1$.) 1 ;+1 2<)%)

#331%1*"&?& -).&?& 02,#. O&6#7#"&, <%& *")0")) 02,&*&) *&73):$%*1) $"1A#-

)% 7"#<)"1) #,;.1%238 *")0"): "&+,#./"&: 7"#6&;)+),)""&: "#?+2761, ;+1

6&%&+&, "#$%2;#)% -152+6#D1’ 23*&)"1’ ;)+1&3# $1$%),8. R#6A) 1$$.)3&*#"

,)9#"17, ;&’*.)"1’ -152+6#D11 * $.2<#) 3):$%*1’ #331%1*"&?& -).&?& *")0-

")?& 02,#.
!"#"$%&’($)%"

*+,-. -/0121/. >. 0. :$?;41$, @. A. B6C.41$, D. B. E(<6&7%&(;4 ?4#’$(41;$ =$-
<$%", ?4#’64&("& %"#.&((C* $.346"’+41 " 6$=6$-4’;$ ?6436$++(434 4-&#?&%&(") <.)
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