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Аннотация. Разрабатывается эволюционная модель накопления усталостной повреждённо-
сти, являющаяся функционалом изменения напряжения во времени в локальном объёме, не
связанном с пластическими деформациями. Представлено обобщение модели для учёта ре-
ономных эффектов зависимости циклической долговечности от частоты нагружения и вы-
держек при максимальном напряжении в цикле. Определены материальные константы для
двухфазного титанового сплава ВТ6 (аналог Ti-6Al-4V), проявляющего холодную ползучесть
и чувствительность усталостных свойств к временным характеристикам циклического нагру-
жения при комнатной температуре. Использованы новые данные усталостных испытаний с
различными частотами и выдержками в циклах. Показано, что модель корректно описывает
эти данные и позволяет прогнозировать усталостную долговечность в более широком диапа-
зоне условий. Выполнён расчёт долговечности детали газотурбинного двигателя на полётных
циклах с выдержками при максимальных и промежуточных значениях напряжения, пока-
завший существенную неконсервативность расчёта методом схематизации программы нагру-
жения в рамках гипотезы линейного суммирования повреждённости.
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Abstract. An evolutionary model for the accumulation of fatigue damage is developed as a
functional of the time history of stress in a local volume not associated with plastic deformation.
The model is generalized to account for rheonomic effects: the dependence of cyclic lifetime on
loading frequency and dwell times at the maximum stress within a cycle. Material constants are
identified for the two-phase titanium alloy VT6 (Ti-6Al-4V analogue), which exhibits cold creep
and sensitivity of fatigue properties to temporal features of cyclic loading at room temperature.
New fatigue test data with various frequencies and dwell times are used. The model accurately
describes these data and predicts fatigue life over a wider range of loading conditions. A fatigue
life assessment is performed for a gas turbine engine component under flight cycles with dwells
at maximum and intermediate stress levels, revealing significant nonconservatism of life estimates
obtained via program block simplification under the linear damage summation hypothesis.
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1. Введение. В процессе эксплуатации детали самолетов, вертолетов, экс-
каваторов, ветрогенераторов, наземного транспорта испытывают нерегулярное
циклическое нагружение. Важными параметрами цикла нагружения являют-
ся кратковременные пиковые нагрузки, выдержки в нагруженном состоянии и
их доли в цикле. Если первые можно учесть в рамках обычного при описании
усталости склерономного описания, то выдержки в нагруженном состоянии мо-
гут вызывать в металлических сплавах при высоких (а иногда и комнатных)
температурах деформации ползучести и повреждаемость, и потому вовлекают
в описание процесса время. Подобные реономные эффекты лежат и в основе
зависимости усталостных свойств от частоты регулярного нагружения там, где
эта зависимость наблюдается.

Эффект зависимости усталостной долговечности от частоты нагрузки встре-
чается и исследован для большого числа различных сплавов при комнатной
и повышенной температуре [1, 2]. Экспериментальные кривые усталости, по-
лученные при испытаниях на различных частотах, отличаются друг от друга;
также отличаются и пределы выносливости. Зачастую эта зависимость немо-
нотонна: при повышении частоты усталостная долговечность (в циклах) сна-
чала увеличивается, а потом падает [1, 3]. Величина эффекта варьируется для
разных сплавов и температур и может достигать двух порядков, наиболее он
выражен для области низких амплитуд нагрузки [4]. Эффект зависит и от ко-
эффициента асимметрии цикла R = σmin/σmax. Так, в [5] для α − β титанового
сплава Ti-6Al-4V изучалось повышение предела выносливости с увеличением
частоты испытаний при различных R, и определено что эффект снижается с
повышением R. В последние годы интерес к эффекту возрос в контексте сверхм-
ногоцикловой усталости [6, 7]. Испытания на базе порядка 109 и более циклов
проводятся при высоких частотах (около 20 кГц), и возникает вопрос о сопо-
ставимости результатов ускоренных испытаний и стандартных испытаний на
усталость (с частотой 10-100 Гц), а также применимости результатов для оцен-
ки времени жизни в случаях, когда база 109 − 1011 циклов достигается за годы
эксплуатации. В частности, прояснение данных вопросов позволило бы опре-
делить, в каких случаях и с какими поправками можно использовать данные
ускоренных высокочастотных (значительно более быстрых и дешёвых) испы-
таний для оценки усталостной долговечности. В [8] проведены испытания на
многоцикловую усталость α − β титанового сплава Ti-6Al-7Nb и ряда коммер-
чески чистых металлов при 100 Гц и 20 кГц. Для некоторых материалов эффект
частоты почти отсутствовал, тогда как для других он был значителен. Таким
образом, эффект влияния частоты нагружения на усталостную долговечность
зависит от материала, температуры, коэффициента асимметрии и базы испы-
таний.

Чтобы объяснить влияние частоты испытаний на усталостную долговечность,
некоторые авторы обращаются к чувствительности металлов к скорости де-
формации [2], что выражается в зависимости циклической σ − ε диаграммы
от скорости нагружения. Физический механизм эффекта зависит от стадии
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разрушения. В [9] на примере низкоуглеродистой стали определено, что зона
пластической деформации в вершине распространяющейся трещины намного
меньше при высокой частоте испытаний (20 кГц), чем при низкой (10 кГц). Это
снижает зону повреждённого материала и затормаживает рост трещины. В [4]
изучалось развитие дислокационных структур в ходе усталостного разруше-
ния низкоуглеродистой стали. При низких частотах 0,2-140 Гц, формировались
более крупные и упорядоченные структуры чем при высокой частоте 20 кГц.
Крупные дислокационные структуры, в свою очередь, упрощают формирова-
ние трещин. Это можно объяснить тем, что, при высокой частоте, дислокации
смещаются на меньшие расстояния за цикл нагрузки по сравнению с низкой. К
такому же выводу пришли авторы [10] изучая влияние частоты на усталостную
долговечность подшипниковой стали.

Наличие выдержек в нагруженном состоянии (особенно при максимальной
нагрузке) в цикле приводит к снижению усталостной долговечности, достигаю-
щему трёх порядков [11—13]. Этот феномен, называемый в англоязычной лите-
ратуре dwell fatigue, далее будем называть “усталостью с выдержками”. Отличие
данного феномена от накопления повреждений в ходе циклической ползучести,
состоит, во-первых, в том, что он наблюдается при комнатной, или близкой
к ней, температуре, а во-вторых, отсутствует значительная макроскопическая
необратимая деформация. На сегодняшний момент, когда в литературе говорят
об усталости с выдержками, речь идёт исключительно о титановых сплавах. На
феномен усталости с выдержками впервые обратили внимание ещё во второй
половине 1970-х годов, так как он приводил к непредвиденному разрушению
элементов газотурбинных двигателей [14, 15]. Однако и на сегодняшний день
он до сих пор приводит к авариям, так, в 2017 году произошло крушение са-
молёта в результате разрушения детали авиадвигателя из титанового сплава
Ti-6Al-4V [16].

Эффект усталости с выдержками особенно выражен для титановых спла-
вов α фазы или наличии небольшой доли β фазы, например, Ti-6242, IMI685,
IMI829, IMI834, но он заметен и для сплавов смешанной α − β фазы, таких
как Ti-6Al-4V или Ti-17 [16](доля фаз в сплавах может меняться в зависимо-
сти от термической и механической обработки). Эффект наблюдается в режиме
малоцикловой усталости, т.е. при высоких уровнях напряжений и практически
исчезает при понижении амплитуды нагрузки [12, 17]. С увеличением времени
выдержки, количество циклов до разрушения сначала падает, а затем стано-
вится постоянным на рубеже десятков секунд [17—19].

Интересна связь эффекта усталости с выдержками с температурой. Сниже-
ние усталостной долговечности максимально при температуре 80-120°С [20, 21]
и исчезает при температуре около 200°С [16, 20, 22]. Это связывают со сни-
жением пластической анизотропии α-фазы титана вблизи этой температуры
[23]. Дополнительная выдержка при повышенной температуре и пониженном,
по сравнению с пиком, напряжении может благоприятно влиять на усталостные
свойства [12, 24], этот эффект называют thermal alleviation.
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Физический механизм эффекта усталости с выдержками связан с высокой
анизотропией кристаллической решётки α-фазы титана: модуль Юнга варьиру-
ется в пределах 100-145 ГПа [25], а усилия начала деформации вдоль различных
систем скольжения различаются до трёх раз [23]. Многие авторы принимают
следующий механизм dwell fatigue [11, 12, 21]. Рассматривается граница между
зонами с большой разницей ориентации кристаллической решётки. Причём в
одной из этих зон системы скольжения благоприятно расположены по отноше-
нию к напряжённому состоянию (“мягкая” зона), а в другой – неблагоприятно
(“твёрдая” зона). В ходе выдержки дислокации зарождаются в “мягкой” зоне и
выходят на границу “твёрдой” зоны, релаксируя напряжения в “мягкой” зоне и
перенося их на “твёрдую”, кроме того, создавая в “твёрдой” зоне концентрато-
ры напряжений. На практике наблюдается что наличие вытянутых областей α
фазы титана увеличивает эффект. Так, в [17] были проведены эксперименты с
двумя типами образцов из Timetal 834, подвергнутыми различной термической
обработке. В случае первого типа, крупные зоны одинаковой ориентации имеют
примерно одинаковый размер вдоль различных направлений и эффект неболь-
шой. А в случае второго — крупные зоны одинаковой ориентации вытянуты
вдоль направления приложения нагрузки, а снижение усталостной долговеч-
ности составляет 1-2 порядка вплоть до времени жизни ≈ 4 · 104 циклов, где
исчезает. Таким образом, экспериментально выяснено, что наличие вытянутых
кластеров α-фазы негативно сказывается на времени жизни, а укрупнение зе-
рён и создание “переплетённой” структуры длинных зёрен α фазы в β-фазе
(basket weave structure) — положительно.

Накопление повреждений в ходе циклической ползучести тоже может приво-
дить к зависимости усталостной долговечности от частоты нагружения и нали-
чия выдержек [26, 27]. Циклическая ползучесть сопровождается макроскопиче-
скими деформациями и обычно наблюдается при повышенных температурах.
Физические механизмы ползучести меняются в зависимости от материала и
температуры [28]. Низкие напряжения, высокая температура и долгие выдерж-
ки (или низкая скорость деформации) благоприятствуют механизму диффузи-
онной ползучести Набарро – Херринга [29, 30], при которой диффузия вакансий
и атомов происходит внутри зёрен, а также механизму диффузионной ползу-
чести Кобла [31], при которой вакансии и атомы движутся вдоль границ зёрен.
Высокие напряжения и высокая скорость деформации способствуют дислока-
ционному механизму ползучести, при которой дислокации движутся консерва-
тивно в плоскости скольжения и в ортогональном к ней направлении диссипа-
тивным переползанием за счёт диффузии атомов [32].
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В расчётах на усталостную долговечность влияние частоты и выдержек при-
сутствует почти исключительно в контексте ползучести при повышенных тем-
пературах. Так, авторы работ [33, 34] линейно складывают склерономную по-
вреждённость и повреждённость за счет ползучести. Однако в расчётах на уста-
лость при комнатной температуре практически не встречается явный учёт ча-
стоты и выдержек. В отдельных исследованиях влияния частоты на усталост-
ную долговечность предлагается способы его учета в расчетах. В [2] авторы
связывают эффект частоты с чувствительностью деформационной диаграммы
к скорости деформации. Они рассматривают соотношение Джонсона – Кука для
предела текучести и предлагают считать, что количество циклов до разруше-
ния зависит только от размаха пластической деформации. Тогда множитель,
содержащий скорость деформации, увеличивает напряжение при постоянном
размахе пластической деформации, что приводит к вертикальному смещению
модельной кривой усталости вверх при увеличении частоты испытаний. По-
хожего подхода придерживаются и авторы [9] при учете эффекта частоты для
низкоуглеродистой стали. Кривые усталости для частот 0.2-140 Гц почти совпа-
дают если нормировать ординату к пределу текучести, зависящему от скорости
деформации. Однако, кривая усталости для 20 кГц не приводится к остальным
такой нормировкой, что может свидетельствовать о смене механизма накопле-
ния повреждений. Модели усталости, учитывающие выдержки, нам не извест-
ны.

В работе [35] нами была предложена эволюционная модель усталостного раз-
рушения, в которой рост повреждённости не зависит от скорости приложения
нагрузки и наличия выдержек, а в [36] эта модель применена для расчёта уста-
лостной долговечности диска компрессора высокого давления. В настоящей ра-
боте данная модель модифицируется для учета эффекта частоты и выдержек.
Модель определяет накопление повреждённости по истории изменения тензора
напряжений σ(t), t ≥ 0 в опасной точке, при этом не учитываются неупру-
гие деформации. Также не предполагается зависимости механических свойств
от накопленной повреждённости. Данная относительно простая несвязанная
модель используется расчетах в режиме постпроцессинга, когда после расчё-
та напряжений от рабочих нагрузок определяется опасная точка детали, для
которой по истории изменения тензора напряжений определяется накопленная
повреждённость и усталостная долговечность. Вследствие несвязанности и ис-
пользования только истории напряжений в расчётах, модель применима при
отсутствии значительных неупругих деформаций в течение цикла; малоцикло-
вая усталость и накопление повреждений в ходе циклической ползучести лежат
за рамками данной работы.
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2. Эволюционная модель усталостного разрушения Предлагается
модификация модели [35] для учёта скоростных эффектов

β = 1
σ−1

(√
3
2
∥s−α∥+ g(I1)− r(||α||) + w(∆σmax) + rdw

)
,

α̇ = ∥ṡ∥ q(β)H(β)f(ϑ) s−α
∥s−α∥ ,

Ḋ = Ḋsc + Ḋdw,

Ḋsc =
∥ṡ∥
σ−1

p(β)H(β)f(ϑ) 1
(1−F (σ))ω

,

Ḋdw = kdwp(β)H(β) 1

(1−F (σ))ω̂

(
1− Ddw

kmax
dw Dsc

)
,

ṙdw =
(

r0−rdw
tr

)
− kr ⟨− (σ−1β + r0 − rdw)⟩ ,

(1)

где β — внутренняя переменная, измеряющая опасность текущего уровня на-
пряжений, σ — симметричный тензор напряжений, s = σ − 1

3
I1I — его де-

виатор, I1 = spσ — его первый инвариант, α — симметричный тензор внут-
ренних напряжений, определяющий центр поверхности выносливости, ∥A∥ =√
A : A — евклидова норма симметричного тензора второго ранга A, ϑ =

arccos (ṡ : (s−α)/(∥ṡ∥ ∥s−α∥)) — угол между тензорами ṡ и s − α как век-
торами, D,Dsc, Ddw — параметр повреждённости, склерономная и реоном-
ная его части, rdw — внутренний параметр, ∆σmax(t) = max

t1<t2≤t
(∥σ(t1)− σ(t2)∥)

— максимальный размах напряжений за предысторию, F (σ) — функция
статической прочности: F (σ) = 1, g, r, w, q, p — материальные функции,
ω, ω̂, kdw, k

max
dw , r0, kr, tr — материальные константы, σ−1 — предел выносливо-

сти при регулярном симметричном нагружении, H(x) = {0, x < 0; 1, x ≥ 0}
— функция Хевисайда, ⟨x⟩ = {0, x < 0; x, x ≥ 0} — скобки Маколея, точ-
ка обозначает производную по времени. Структура и математический смысл
выражений (1) и входящих в него величин подробнее изложены ниже.

В основе данной модели лежит понятие поверхности выносливости в про-
странстве напряжений, задаваемой уравнением β = 0 и имеющей центр сим-
метрии. Пока напряжённое состояние лежит внутри поверхности (β ≤ 0, рис.
1, а), параметр поврежденности D имеет постоянное значение, а когда напря-
жённое состояние выходит за её пределы (β > 0, рис. 1, б), D начинает рас-
ти. Поверхность выносливости может менять свой радиус и перемещаться как
жесткое целое, приспосабливаясь к нагружению.

а) б)

Рис. 1. Поверхность выносливости в пространстве напряжений
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Скалярный параметр β является мерой опасности текущего уровня напря-
жений, от которой зависит текущая скорость накопления повреждённости и
движение поверхности выносливости. Выражение для β в системе (1) имеет
следующую структуру. Первое слагаемое определяет расстояние между цен-
тром поверхности выносливости α и девиатором напряжений s и описывает
зависимость от девиаторной части напряжённого состояния. Второе слагаемое
учитывает вклад шаровой части напряжённого состояния. Третье слагаемое
задаёт радиус поверхности выносливости, который зависит от положения её
центра α в пространстве напряжений. Четвёртое слагаемое описывает сокра-
щение радиуса поверхности выносливости при наличии циклов максимальной
амплитуды. Последнее слагаемое rdw моделирует эффект зависимости предела
выносливости от частоты нагружения и наличия выдержек.

Движение поверхности выносливости как жесткого целого описывается эво-
люционным уравнением для α в системе (1). В этом уравнении q(β) ≥ 0 есть ма-
териальная функция, задающая скорость движения поверхности выносливости
в зависимости от β. Функция Хевисайда H(β) выполняет роль переключателя:
пока напряжённое состояние находится внутри поверхности выносливости, она
неподвижна. Материальная функция 0 ≤ f(ϑ) ≤ 1 определяет зависимость от
угла ϑ между векторами направления движения точки напряжённого состоя-
ния в пространстве и ее положения относительно центра поверхности. Если эти
направления совпадают, то f(0) = 1, а если они противоположно направлены,
то f(π) = −1. Поверхность выносливости движется в направлении от ее центра
к точке напряжённого состояния, поскольку α̇ пропорционально s−α. Наличие
выдержек и частота не влияют на движение центра поверхности выносливости.

Повреждённость D состоит из склерономной Dsc и реономной Ddw частей.
Склерономность обеспечивается дифференциальной линейностью эволюцион-
ного уравнения для Dsc в (1). По структуре оно отличается от уравнения для α̇
только скалярностью и присутствием множителя с функцией F (σ), с помощью
которой записывается критерий статической прочности F (σ) = 1. Скорость
роста склерономной части повреждённости зависит от расстояния от напря-
женного состояния до поверхности выносливости (регулируется материальной
функцией p(β) ≥ 0) и направления изменения напряжённого состояния (регу-
лируется материальной функцией f(ϑ)). При приближении напряженного со-
стояния к поверхности прочности, скорость роста повреждённости становится
неограниченной.

Эволюционное уравнение реономной части повреждённости Ddw вдохновле-
на моделью КельвинаФойгта. В случае выдержки при постоянном напряжении
Ddw будет (с постепенно понижающейся скоростью) увеличиваться до значения
kmax
dw Dsc (знаменатель внутри скобок в 5-й строке (1)). Это максимальное зна-

чение пропорционально Dsc, таким образом, накопленная на текущий момент
склерономная повреждённость определяет возможность накопления реономной
повреждённости. Константа kdw задаёт скорость ростаDdw при выдержках, kmax

dw
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определяет максимальный прирост Ddw за один цикл, ω̂ регулирует увеличение
эффекта выдержек при повышении уровня нагрузки.

Для моделирования эффекта зависимости предела выносливости от часто-
ты нагрузки в выражении для β введён параметр rdw. Предел выносливости
постепенно снижается, пока напряжённое состояние находится вне поверхности
выносливости. Константы r0 и tdw отвечают за максимальное снижение предела
выносливости и скорость его снижения соответственно, а параметр kr — за ско-
рость восстановления предела выносливости до его исходного значения, пока
напряжённое состояние лежит внутри поверхности выносливости.

3. Определение констант склерономной части модели Материаль-
ные функции g(I1) и r(||α||) в выражении для β (1) можно идентифицировать
по двум диаграммам Хейга зависимостей пределов выносливости при одноос-
ном и сдвиговом нагружениях от среднего напряжения в цикле. На первом
этапе рассматривается регулярное сдвиговое нагружение со средним значением
τm и амплитудой τa. Ненулевыми компонентами тензора напряжений являются
σ12 = σ21; вследствие (1) те же ненулевые компоненты α12 = α21 имеет и тензор
α. Такое нагружение лежит на сдвиговой диаграмме Хейга, если максималь-
ное τmax = τm + τa и минимальное τmin = τm − τa напряжения цикла лежат на
поверхности выносливости β = 0. Подставив эти значения в уравнение β = 0,
получим

√
3 (τm + τa − α0)− r(

√
2α0) = 0,

√
3 (−τm + τa + α0)− r(

√
2α0) = 0, (2)

где α0 есть компонента α12, постоянная при таком нагружении, поскольку цикл
целиком лежит внутри поверхности выносливости. Исключая α0 из (2), получим
выражение

τa(τm) =
1√
3
r(
√
2τm) или r(x) =

√
3τa(x

/√
2),

позволяющее определить функцию r(x) по сдвиговой диаграмме Хейга.
На втором этапе рассматривается регулярное одноосное нагружение со сред-

ним значением σm и амплитудой σa. Тензор напряжений имеет единственную
ненулевую компоненту σ11, откуда в силу (1) тензор α имеет ненулевые диаго-
нальные элементы α11 и α22 = α33 = −1

2
α11. Нагружение лежит на диаграмме

Хейга, если максимальное σmax = σm+σa и минимальное σmin = σm−σa напря-
жения цикла лежат на поверхности выносливости β = 0, подставляя которые в
выражение для β и обозначая α11 как α0, получим

σm + σa − 3
2
α0 − r(

√
3
2
α0) + g(σm + σa) = 0,

−σm + σa +
3
2
α0 − r(

√
3
2
α0) + g(σm − σa) = 0.

Исключая отсюда α0, будем иметь

σa +
1

2

(
g(σm + σa) + g(σm − σa)− r

(
g(σm + σa)− g(σm − σa)√

6
+ 2σm

))
= 0.

(3)
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Если известна функция σa(σm), задающая диаграмму Хейга для одноосного на-
гружения, то выражение (3) можно рассматривать как функциональное урав-
нение относительно g(x). Если заданной считать функцию g(x), то выражение
(3) будет определять неявную зависимость между σa и σm. Если эксперимен-
тальная диаграмма Хейга задана в виде набора из n пар {σi

m, σ
i
a}, i = 1, ..., n,

то функция g(x) параметризуется набором констант, задающих её форму. Она
должна быть монотонно возрастающей, так как повышение I1 снижает уста-
лостную прочность. При некотором конкретном наборе констант выражение
(3) сопоставляет значениям σi

m значения σ̂i
a, отличающиеся от эксперименталь-

ных σi
a. Константы подбираются так, чтобы невязка между прогнозируемыми

σ̂i
a и экспериментальными σi

a значениями становилась минимальной.
Функции в (3) ищутся в виде

g1(x) = sign(x)
|x|∫
0

exp(−|ξ|κ)dξ,

g(I1) = kgI1 − kgcg

(
g1

(
I1−I0
cg

)
− g1

(
−I0
cg

))
,

r1(x) =

{
τu − x− kr(τu − x)γ x ≥ τu − cr
τ−1 x < τu − cr

,

r(||α||) =
√
3r1(||α||

/√
2),

kr =
1

γcγ−1
r

, γ = cr
cr−τ−1

,

(4)

где κ, kg, cg, I0 — константы функции g(I1), cr — константа функции r(||α||),
τu — предел прочности на сдвиг, τ−1 — предел выносливости при симметрич-
ном сдвиговом циклическом нагружении. Функции вида (4) хорошо описывают
диаграммы Хейга для разнообразных материалов [37].

Модель идентифицирована для α−β титанового сплава Ti-6Al-4V в условиях
комнатной температуры по экспериментальным данным [38]. Ввиду отсутствия
сдвиговой диаграммы Хейга для данного материала была использована кривая
типичной для металлов формы: с постоянным τa при небольших τm и спадом к
статическому пределу прочности, для данного материла равному τu = 680 МПа.
Предел выносливости на сдвиг при симметричном циклическом нагружении
был принят τ−1 = 0.5σ−1 [37]. Модельная диаграмма Хейга в сравнении с экспе-
риментальными данными приведена на рис. 2. Графики материальных функций
g(I1), r(||α||) изображены на рис. 3, а входящие в них их константы приведены
в табл. 1.

κ kg cg, МПа I0, МПа cr, МПа
0.867 0.527 516 752 401

Таблица 1. Материальные константы функций g и r

Используется критерий прочности Шлейхера

F (σ) =
3
2
s : s− a1I1 − a2I

2
1

a0
= 1.
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Рис. 2. Диаграмма Хейга для сплава Ti-6Al-4V

а) б)

Рис. 3. Материальные функции r(||α||) (a) и g(I1) (б) для сплава Ti-6Al-4V

Входящие в него константы ai выражаются через пределы прочности на рас-
тяжение σtu, сжатие σcu > 0 и сдвиг τu:

a0 = 3τu, a1 = −3τu
σcu − σtu
σcuσtu

, a2 =
3τu
σcuσtu

− 1.

Для сплава Ti-6Al-4V σtu = 1180МПа, σcu = 1240МПа, τu = 680МПа.
Оставшиеся в (1) материальные функции взяты в виде:

w(x) = k1

(
1
2
x+ 1

10
b1 ln

(
cosh(5(1−x/b1))

cosh(5)

))
,

q(β) = k2β
l1 + b2,

p(β) = k3 (exp(l2β)− (1− b3)) ,

(5)

где k1, k2, k3, b1, b2, b3, l1, l2 — материальные константы.
Функция w(x) представляет собой сглаженную кусочно-линейную функцию,

принимающую значение 0 при x ≤ b1 и имеющую наклон k1 при x > b1.
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Материальная функция f(ϑ) отвечает за накопление Dsc в зависимости от
сложности траектории движения точки напряжённого состояния в простран-
стве напряжений. Она имеет вид

f0(x) = 1− erf
(
3(x− π

2
l4)
)
, f(ϑ) =

f0(π)− f0(ϑ)

f0(π)− f0(0)

и содержит одну материальную константу l4, определяемую из экспериментов
на несинфазное многоосное нагружение. В рамках данной статьи рассматрива-
ется только пропорциональные нагружения одноосным растяжением и сдвигом,
поэтому значение l4 не влияет на результат.

4. Определение констант реономной части модели. Далее определя-
ются константы k1, k2, k3, b1, b2, b3, l1, l2, входящие в функции (5), а также
констант kdwell, tdwell, ω̂, r0, tr, kr (1) и ω, отвечающие за эффект частоты и
выдержек. Для этого использованы экспериментальные данные а) испытаний
плоских образцов из сплава Ti-6Al-4V на одноосное растяжение по синусои-
дальной программе с частотой 30 Гц с R = −1; 0; 0.54 (рис. 4, а, [38]), б)
испытаний цилиндрических образцов из сплава ВТ6 на одноосное растяжение
с R = 0 по программе с треугольными циклами и частотой 1 Гц и в) анало-
гичных испытаний по программе с трапецеидальными циклами с выдержкой
120 с при максимальном напряжении (рис. 4, б, выполнено в ПНИПУ). Невязка
записывалась как

X =
n∑

i=1

(
1− ln(Ni)

ln(N exp
i )

)2

, (6)

где N exp
i есть экспериментальное значение числа циклов до разрушения в i-

й точке диаграммы Вёлера, Ni — прогноз по эволюционной модели при том
же нагружении, n — общее число экспериментальных точек, использованных
в невязке. Набор констант, минимизирующих невязку (6) приведён в табл. 2.
Экспериментальные данные и их аппроксимации кривыми Вёлера приведены
на рис. 4.

k1 k2 k3 b1, МПа b2 b3 l1 l2 ω
0.176 0.077 10−5.04 3033 0.0376 0.331 6.99 1.28 1.74

kdw, c
−1 kmax

dw ω̂ r0, МПа tr, kr
1.01 274 3.48 33 0.24 1

Таблица 2. Материальные константы, входящие в уравнения (1), (5)

5. Расчёт усталостной долговечности на полётном цикле Модель
(1) использована для расчёта усталостной прочности детали газотурбинного
двигателя на полётном цикле. Истории изменения напряжений в течение по-
лётного цикла в опасной точке форсунки приведено на рис. 5, а. На рис. 5,
б приведена схематизация этой истории методом дождя по ГОСТ 25.101-83,
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а) б)

Рис. 4. Кривые усталости сплава Ti-6Al-4V и их аппроксимации для испытаний: а)
при различных R и частоте 30 Гц, б) при различных частотах и с выдержками при
R = 0

согласно которому в расчётах на усталость принимается во внимание лишь вы-
борка минимумов и максимумов нагрузки без учета из последовательности, а
выдержки не учитываются.

Материальные константы модели для α − β титанового сплава Ti-6Al-4V
(ВТ6) в условиях комнатной температуры приведены в табл. 1, 2. Оценка числа
полётных циклов до разрушения для истории рис. 4, а составила N = 22, тогда
как при отсутствии учета накопления реономной составляющей повреждённо-
сти N = 4445, что соответствует расчету по схематизированной диаграмме ме-
тодом суммирования поврежденности с использованием кривой усталости для
частоты 30 Гц. Накопление склерономной и реономной частей повреждённо-
сти во время полётного цикла приведено на рис. 6. Подавляющую часть общей
повреждённости составляет реономная часть, которая накапливается во время
выдержек при максимальном напряжении в цикле.

6. Заключение. В эволюционной модели накопления усталостной по-
врежденности, последняя является функционалом изменения напряжения от
времени в локальном объеме, не связанным с пластическими деформациями.
Представлено обобщение этой модели для учета реономных эффектов зависи-
мости циклической долговечности от частоты нагружения и выдержек при по-
стоянном напряжении в цикле. Определены материальные константы модели
для двухфазного титанового сплава ВТ6 (аналога Ti-6Al-4V), проявляющего
холодную ползучесть — чувствительность усталостных свойств к временным
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а) б)

Рис. 5. История изменения напряжений в течение полётного цикла (а) и схематизация
этой истории по методу дождя (б)

а) б)

Рис. 6. Накопление повреждённости в течение полётного цикла: склерономная (а) и
реономная (б) части повреждённости

характеристикам циклического нагружения в условиях комнатной температу-
ры. Использованы новые данные усталостных испытаний с различными часто-
тами и с выдержками в циклах. Показано, что модель может корректно опи-
сывать эти данные, а также прогнозировать усталостную долговечность для
более широкого диапазона условий нагружения. Выполнен расчет усталостной
долговечности детали газотурбинного двигателя на полетных циклах, содержа-
щих выдержки при максимальном и промежуточных значениях напряжения в
цикле, показавший существенную неконсервативность расчета усталостной дол-
говечности методом схематизации программы нагружения в рамках гипотезы
линейного суммирования поврежденности.
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