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1. 4<=>=*)=. -?<=@A*%, BA% C%&*’= <’&DE%AF) G)&%F% )@$%HI?JKA@L < (%-
?LM@A<=**%M >=LA=HI*%@A), < BD@A*%@A), >HL (&D*=*)L &D?H)B*%C% @’&IL. 3D@B=A
)( $%<=>=*)L $&) <%?>=M@A<)) >)*DN)B=@F)( *DC&J?%F *=%E(%>)N $&) $&%C*%-
?)&%<D*)= F&)A)B=@F)( @)AJDO)M. 4 &DNFD( $H%@F%M >=P%&NDO)) &D@@NDA&)<D-
KA@L C%&)?%*ADHI*’= ) <=&A)FDHI*’= <’&DE%AF) < @N=GD**’( C%&*’( $D&%>D(,
F%A%&%= N%CJA E’AI $%HJB=*’, < BD@A*%@A), < &=?JHIADA= *D$&D<H=**%C% <?&’<D.
+E&D?%<D*)= CD?%%E&D?*’( $&%>JFA%< <?&’<D < @A=*FD( <’&DE%AF) $&)<%>)A F
== >)*DN)B=@F%NJ >=P%&N)&%<D*)K. 5%&*DL $%&%>D N%>=H)&J=A@L N*%C%F%N$%-
*=*A*%M J$&%C%<L?F%$HD@A)B=@F%M @&=>%M. ;%HJB=*’ @%%A*%G=*)L >HL %$&=>=-
H=*)L *D$&LQ=*)L ) >=P%&NDO)M < ?%*= J$&JC%C% ) $HD@A)B=@F%C% >=P%&N)-
&%<D*)L. 4 D*DH)A)B=@F%M P%&N= $&)<=>=*’ J&D<*=*)L >HL %$&=>=H=*)L >)-
*DN)B=@F%M *DC&J?F) @%%A<=A@A<JKR=M N%N=*AJ <%?*)F*%<=*)L $HD@A)B=@F%C%
A=B=*)L $&) ?D>D**’( P)?)F%N=(D*)B=@F)( ) C=%N=A&)B=@F)( $D&DN=A&D(.

-N=KR)=@L &=G=*)L [1S3] D*DH%C)B*’( ?D>DB <’$%H*=*’, F%C>D ND@@)< C%&-
*’( $%&%> @FDHI*%C% A)$D ) $&%O=@@ >=P%&N)&%<D*)L @ADA)B=@F)M. 4 *D@A%LR=M
&DE%A= )@@H=>J=A@L >)*DN)B=@F)M $&%O=@@ >=P%&N)&%<D*)L C%&)?%*ADHI*%M )
<=&A)FDHI*%M <’&DE%AF), F%C>D ND@@)< C%&*’( $D&%> < %EHD@A) $HD@A)B=@F%C%
>=P%&N)&%<D*)L N%>=H)&J=A@L J$&C%<L?F%$HD@A)B=@F)N N*%C%F%N$%*=*A*’N
A=H%N [4, 5], BA% (D&DFA=&*% >HL @N=GD**’( &’(H’( C%&*’( $D&%> [6].

1. TD>DBD >=P%&N)&%<D*)L C%&*’( <’&DE%A%F &D@@NDA&)<D=A@L < F<D?)@ADA)-
B=@F%M $%@AD*%<F=. TDN=*)N C%&*’( ND@@)< @ <’&DE%AF%M, FDF UA% %E’B*% >=HD-
=A@L, *=<=@%N%M E=@F%*=B*%M $H%@F%@AIK @ F&JC%<’N %A<=&@A)=N &D>)J@D r1, $%
F%*A%&J F%A%&%C% $&)H%Q=*D &D<*%N=&*% &D@$&=>=H=**%= >D<H=*)= P ,*D$&)N=&
>D<H=*)= CD?D *D $%&%>*’M F%*AJ& $&) <?&’<=, D *D E=@F%*=B*%@A) >=M@A<J=A
*DC&J?FD q, <’&DQ=*)L >HL F%A%&’( )N=KA <)>:

P = P0e
ât, q = q0 = gh, 0 → t<t0,

C>= g – %EV=N*’M <=@ $%&%>’, h – CHJE)*D ?DH%Q=*)L <’&DE%AF), â S )?<=@A*DL
F%*@AD*AD.

#%CHD@*% [4, 5] $&)<=>=N $%H*JK @)@A=NJ J&D<*=*)M, %$)@’<DKR)( >=P%&-
N)&J=N%= @%@A%L*)= J$&JC%<L?F%$HD@A)B=@F%M @&=>’ $&%)?<%HI*%C% $%&L>FD.

9=H% %@AD=A@L J$&JC)N $&) J@H%<))

SijSij → k2
1, Sij = ωij ↑ ω0εij, ω0 =

1

3
ωkk, k1 ↓ k2 ↓ ... ↓ kL, (1)

C>= Sij – F%N$%*=*A’ >=<)DA%&D A=*?%&D *D$&LQ=*)M.
;&) UA%N >HL $%@H=>%<DA=HI*% @%=>)*W**’( N%>=H=M A=HD Sω

p <’$%H*L=A@L
?DF%* 5JFD

Sω
ij = 2µωϑeω

ij , ϖ = 1, 2...L (2)
C>= µω – $D&DN=A& :DNN=.

0@H) SijSij ↓ k2
1, A% $%H*DL >=P%&NDO)L @HDCD=A@L )? J$&JC%M ) $HD@A)B=@F%M

ϑij = ϑe1
ij + ϑp1

ij + ϑe2
ij + ϑp2

ij + ... + ϑeL
ij + ϑpL

ij =

L)︄

ω=1
(ϑeω

ij + ϑpω
ij ), (3)
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?>=@I ϖ%$&=>=HL=A $%&L>%F %E%ER=**%M N%>=H) Sω
p .

+EV=N*DL >=P%&NDO)L @%CHD@*% (3) J>%<H=A<%&L=A J@H%<)K *=@Q)ND=N%@A)
ϑnn = 0. (4)

X@)H)L, $&)H%Q=**’= F N%>=H) Sω
p %>)*DF%<’, @H=>%<DA=HI*%

S1
ij = S2

ij = ...SL
ij, (ω1

ij = ω2
ij = ...ωL

ij) (5)

1%N$%*=*A’ A=*?%&D @F%&%@A) $HD@A)B=@F%M >=P%&NDO)) epω
ij @<L?D*’ @ F%N$%-

*=*ADN) A=*?%&D *D$&LQ=*)M @%%A*%G=*)LN) D@@%O))&%<D**%C% ?DF%*%N A=B=-
*)L

epω
ij = !ω(Sij ↑ cωϑpω

ij ↑ ϱωepω
ij ), ϖ = 1, 2...L (6)

=@H) <’$%H*L=A@L J@H%<)= $HD@A)B*%@A)
(Sij ↑ cωϑpω

ij ↑ ϱωepω
ij )(Sij ↑ cωϑpω

ij ↑ ϱωepω
ij ) = k2

ω (7)
C>= cω- F%UPP)O)=*A J$&%B*=*)L, ϱω- F%UPP)O)=*A <L?F%@A), kω - $&=>=H A=FJ-
B=@A), >HL FDQ>%M )? N%>=H=M Sω

p .
;%H*’= >=P%&NDO)) J>%<H=A<%&LKA P%&NJHDN 1%G)

ϑij =
1

2
(
ςui

ςxj
+

ςuj

ςxi
). (8)

X&D<*=*)LN &D<*%<=@)L J>%<H=A<%&LKA A%HIF% >=M@A<)A=HI*’= *D$&LQ=*)L
ςωij

ςxj
= 0. (9)

#%%A*%G=*)L (1)-(9) $%H*DL @)@A=ND J&D<*=*)M %$)@’<DKRDL >=P%&N)&%-
<D**%= @%@A%L*)= “@N=GD**%M” J$&JC%<L?F%$HD@A)B=@F%M @&=>’ A=HD Sω

p $&%)?-
<%HI*%C% $%&L>FD.

2. "D$&LQW**%->=P%&N)&%<D*%= @%@A%L*)= C%&)?%*ADHI*%M ) <=&A)FDHI*%M
<’&DE%AF) < @HJBD= $H%@F%M >=P%&NDO)) %$&=>=HLA@L @%CHD@*% (9) J&D<*=*)=N
&D<*%<=@)L

dωr

dr
+ 2

ωr ↑ ωε

r
= 0. (10)

TDF%*%N 5JFD (2) ) @%%A*%G=*)=N 1%G) (8) >HL %EHD@A) J$&JC%C% >=P%&N)-
&%<D*)L ) )N==A <)>:

ωe
r = ↑µ→Ce

r2 + D, ωe
ε =

µ→Ce

r2 + D, ue
r =

Ce

r
, (11)

?>=@ICe ) D- *=)?<=@A*’= )*A=C&)&%<D*)L.
4 $HD@A)B=@F%M %EHD@A) )? J@H%<)L *=@Q)ND=N%@A) (4) $%HJBD=N:

up
r =

Cp
1

r
, ϑr = ↑ϑε = ↑Cp

1
r2 . (12)

-? @%%A*%G=*)M (2),(3) ) (5) @H=>J=A

Sij = µ→ϑij ↑ µ→ϑp
ijϑ

P
ij =

L)︄

ω=1
ϑP ω

ij µ→
=

[︄
L)︄

ω=1

1

2µe
ω

]︄↑1

. (13)
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4 $%HL&*’( F%%&>)*DAD(
Sr = µ→

(ϑr ↑ ϑp
r) = ↑Sε, S33 = 0. (14)

,HL %A>=HI*% <?LA%C% A=HD Sω
p J@H%<)= $HD@A)B*%@A) (7) @ JBWA%N (12) ) (14)

$&)*)ND=A <)>
Sr = 2cωϑpω

r ↑ 2ϱωϑ̇pω
r = ±2kω, ϖ = 1, 2...L. (15)

+AFJ>D $&)(%>)N F J&D<*=*)K >HL %$&=>=H=*)L ϑpω
r >HL %A>=HI*%C% <?LA%C%

F%N$H=F@D Sω
p

ϱωϑ̇pω
r + (µω + cω)ϑpω

r = 2kω ↑ µωCp
1

r2 , ϖ = 1, 2...L. (16)

3=G=*)= J&D<*=*)L (16) )N==A <)>

ϑpω
r =

kωr2 ↑ 2µωCp
1

r2(2µω + cω)

⌊︄
1 ↑ e↑ (2µω+cω)

εω
t
⌋︄

, ϖ = 1, 2...L. (17)

"=)?<=@A*DL )*A=C&)&%<D*)L %$&=>=H=**D )? *DBDHI*%C% J@H%<)L ϑpω
r = 0 $&)

t = 0. ;%>@AD<HLL (14) < J&D<*=*)= &D<*%<=@)L (10) JB)A’<DL $&) UA%N (13),
(17) ) )*A=C&)&JL *D(%>)N

ωp
r = Bω ln r +

AωCp
1

2r2 + Cp
2 ,

ωp
ε = ωp

r + Bω ↑ AωCp
1

2r2 = Bω (1 + ln r) ↑ AωCp
1

2r2 + Cp
2 .

(18)

T>=@I %E%?*DB=*%

Aω = ↑4
L⌈︄

ω=1
µ→µω

(2µω+cω)A
↓
ω ↑ 2µ→, Bω = 2

L⌈︄
ω=1

µ→kω

(2µω+cω)A
↓
ω,

A↓
ω = e↑ (2µω+cω)

εω
t ↑ 1.

(19)

C>= Cp
1 , Cp

2 – *=)?<=@A*’= )*A=C&)&%<D*)L.
X>%<H=A<%&LL $%HJB=**’= &=G=*)L (10), (18) C&D*)B*’N J@H%<)LN *D <*=G-

*=M ) <*JA&=**=M $%<=&(*%@A) <’&DE%AF)
ωe

r = ↑gh = q0 $&) r = ↔, ωp
r = ↑Peât

= P0 $&) r = a, (20)
D ADFQ= J@H%<)LN @%$&LQ=*)L *D$&LQ=*)M ) $=&=N=R=*)M *D J$&JC%$HD@A)B=-
@F%M C&D*)O=

ωp
r = ωe

r , ωp
ε = ωe

ε, up
r = ue

r $&) r = φ, (21)
%$&=>=HL=N *=)?<=@A*’= )*A=C&)&%<D*)L.

Ce
= Cp

1 = C =
Bωϑ2

Aω↑2µ→ , D = ↑gh = q0,
Cp

2 = P ↑ Bω ln a ↑ AωC
2a2 .

(22)

9DF)N %E&D?%N >HL F%N$%*=*A *D$&LQ=*)M ) $=&=N=R=*)M < J$&JC%M (11) )
$HD@A)B*%M %EHD@AL( (18) JB)A’<DL (22) $%HJBD=N

ωe
r = ↑µ→C

r2 ↑ q, ωe
ε =

µ→C
r2 + q, ue

=
C
r ,

ωp
r = P + Bω(ln r ↑ ln a) +

AωC
2

⌉︄
1
r2 ↑ 1

a2

{︄
,

ωp
ε = P + Bω(1 + ln r ↑ ln a) ↑ AωC

2

⌉︄
1
r2 ↑ 1

a2

{︄
, up

=
C
r .

(23)
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3D>)J@ J$&JC%$HD@A)B=@F%M C&D*)O’ φ J>%<H=A<%&LKA J&D<*=*)K.
A→

a2 φ2 ↑ Bω ln

⌉︄
ϑ
a

{︄
+ A→

⌉︄
1 +

2µ→

Aω

{︄
+ P + gh = 0,

A→
=

AωBω
2(Aω↑2µ→) .

(24)

,)*DN)B=@FDL *DC&J?FD P = P0eât$&) F%A%&%M *DB)*D=A ?D&%Q>DAI@L $HD-
@A)B=@FDL ?%*D *D <*JA&=**=N F%*AJ&= C%&)?%*ADHI*%M <’&DE%AF= < ND@@)<=
&’(H’( C%&*’( $%&%> %$&=>=HL=A@L )? J&D<*=*)L (24) $&)φ = a

4 @HJBD= *=$%>F&=$HW**%M <=&A)FDHI*%M O)H)*>&)B=@F%M <’&DE%AF), <’(%-
>LR=M *D $%<=&(*%@AI, *D$&LQW**%->=P%&N)&%<D**%= @%@A%L*)= ND@@)<D %F%H%
<’&DE%AF) ) >)*DN)B=@FDL *DC&J?FD, $&) F%A%&%M ?D&%Q>D=A@L $HD@A)B=@FDL
?%*D *D <*JA&=**=N F%*AJ&=, ADFQ= %$&=>=HLKA@L @%%A*%G=*)LN) (23) ) @%%A-
<=A@A<=**% (24).

+AN=A)N =@H) < (24) $%H%Q)AI ϖ = 1, P = const (Aω = 1)A% $&)(%>)N F &=-
?JHIADADN &DE%A’ [5] @%%A<=A@A<JKR)N <D&)D*AJ A=%&)) A=B=*)L J$&JC%<L?F%-
$HD@A)B=@F%M @&=>’ [7], D $&) ϱω = 0 (ϖ = 1) $&)(%>)N F &=?JHIADAJ &DE%A’ [1]
$%HJB=**’N < &DNFD( FHD@@)B=@F%C% <D&)D*AD A=%&)) A=B=*)L J$&JC%$HD@A)B=-
@F%M @&=>’ [8].

:;4;<=>?@<A=;

!(6.- .0/"#"0. 100%.
B"$C6)(/ )$/%#%’"0. D0/"#1 -%(6.#)#,E/ "/’,/’/0)% 30$1F ) 5"/%$G).68$1F ("$-
C6)(/"0 )$/%#%’"0, ’03H.$$1F ’ 5,96)(.G)%* $.’/"3I%* ’/./8).
>’/"7$)( C)$.$’)#"0.$)3. D0/"#1 H.3063E/ "9 "/’,/’/0)) 0$%J$%+" C)$.$’)#"0.-
$)3 5#) 5#"0%-%$)) )’’6%-"0.$)3.
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