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a computer-aided design system. The convergence of the results is verified by refining the finite
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1. 8*BCB’DB. :)*&BEB’’FB (G)E$G)H)IDJB(KDB DELH$’G$GF – (H)M’)B DNCB-
HDB, ()(G)OPBB DN &$NHDJ’FQ E$GB&D$H)* D (H)M’FQ IB)EBG&DJB(KDQ L)*B&Q-
’)(GB%, G&BRSBG R)HTU)I) )RVWE$ GB)&BGDJB(KDQ D XK(LB&DEB’G$HT’FQ D((HB-
C)*$’D% * L&)YB((B L&)BKGD&)*$’DO D XK(LHS$G$YDD. /)XG)ES *)L&)(F DNI)-
G)*HB’DO ’$CBM’FQ DNCBHD%, N$EB’OZPDQ L&D&)C’FB XKNBELHO&F *$M’$O D
$KGS$HT’$O GBE$. 5HO E$GBE$GDJB(K)I) E)CBHD&)*$’DO ()*&BEB’’FQ DELH$’G$-
G)* L&DEB’OZG(O (D(GBEF $*G)E$GDND&)*$’’)I) L&)BKGD&)*$’DO D JD(HB’’FB
EBG)CF &$(JBG$: EBG)C K)’BJ’FQ XHBEB’G)*, L)N*)HOZPDB )L&BCBHDGT L&)J-
’)(G’FB Q$&$KGB&D(GDKD DELH$’G$G)* L&D &$NHDJ’FQ ’$I&SNK$Q D L) L&)*B-
CB’’FE &$(JBG$E DNI)G)*DGT L&)G)GDLF CHO L&)*BCB’DO KHD’DJB(KDQ D(LF-
G$’D%. !HD’DJB(KDB D(LFG$’DO ’$ L&)J’)(GT DELH$’G$G)*, XK(LHS$G$YD)’’FE
D(LFG$’DOE DELH$’G$G)* ’$ S(G$H)(G’SZ L&)J’)(GT, ’BHBID&)*$’’)I) GDG$’$
L&DEB’OBE)I) * DELH$’G$G$Q &BIH$EB’GD&)*$’F ’)&E$GD*’FED C)KSEB’G$ED
[1[3]. 8 &$R)GB [4] L&)*BCB’F XK(LB&DEB’G$HT’FB D((HBC)*$’DO L)&D(GFQ GD-
G$’)*FQ DELH$’G$G)* ’$ &$(GOMB’DB ( \DK($YDB% CB\)&E$YD%. /&)*BCB’’FB
D((HBC)*$’DO (L)()R(G*SZG UD&)K)ES L&DEB’B’DZ *F()K)L)&D(GFQ GDG$’)*FQ
DELH$’G$G)*, L)HSJB’’FQ ( L&DEB’B’DBE 3D- LBJ$GD, CHO *)((G$’)*DGBHT’)% D
&B*DND)’’)% QD&S&IDD * )G’)UB’DD, K$K N$EBPB’DO K)(G’FQ CB\BKG)*, G$K D
*)((G$’)*HB’DO L)*&BMCB’’FQ EFUY. 8 (G$GTB [5] DNSJB’) *HDO’DB YDHD’C&D-
JB(K)I) D K)’S(’)I) CB’G$HT’FQ DELH$’G$G)* ’$ L&)J’)(G’FB Q$&$KGB&D(GDKD.
8 &BNSHTG$GB L&)*BCB’’FQ D((HBC)*$’D% *FO*HB’) L&BDESPB(G*) K)’DJB(K)I)
()BCD’B’DO, LB&BC LH)(K)(G’FE. 8 &$R)GB [6] L&)*BCB’) (&$*’B’DB DELH$’G$G)*
\D&EF YDHD’C&DJB(K)% \)&EF D K)’S(’)% \)&EF EBG)C)E K)’BJ’FQ XHBEB’-
G)* * \DNDJB(KD ’BHD’B%’)% L)(G$’)*KB. 8 &BNSHTG$GB L&)*BCB’’FQ D((HBC)-
*$’D% *FO*HB’), JG) YDHD’C&DJB(KDB DELH$’G$GF DEBZG HSJUDB L&)J’)(G’FB
Q$&$KGB&D(GDKD L) (&$*’B’DZ ( DELH$’G$G)E K)’DJB(K)% \)&EF. 8 &$R)GB [7]
( L&DEB’B’DBE ()*&BEB’’FQ :+/0 L&)*BCB’) (G$GDJB(K)B D CD’$EDJB(K)B D(-
(HBC)*$’DB DELH$’G$G)* )GHDJ$ZPDQ(O (L)()R)E ()BCD’B’DO DELH$’G$G$. 4(S-
PB(G*HB’ (&$*’DGBHT’F% $’$HDN H)K$HDN$YDD ’$L&OMB’’FQ )RH$(GB% D &$(L&B-
CBHB’DO ’$I&SNKD L&D L&DH)MB’DD &$NHDJ’FQ )(B*FQ ’$I&SN)K. 8FO*HB’), JG)
L&BCH)MB’’F% *$&D$’G ()BCD’B’DO L&BCH)MB’’FE *DC)E (L)()RB’ *FCB&MD-
*$GT I)&$NC) R)HTUDB ’$I&SNKD L) (&$*’B’DZ () (G$’C$&G’FE *$&D$’G)E. 8
&$R)GB [8] &$((E)G&B’F *)L&)(F D((HBC)*$’DO ’$L&OMW’’)-CB\)&ED&)*$’’)I)
()(G)O’DO DELH$’G$G)* DN KB&$EDKD D )G DQ \)&EF. 8 &$R)GB [9] D((HBCSBG-
(O ’$L&OMB’’)-CB\)&ED&)*$’’)B ()(G)O’DO DELH$’G$G)* EBG)C)E I&$’DJ’FQ
D’GBI&$HT’FQ S&$*’B’D%. <(G$’)*HB’), JG) ’$DR)HTUDB ’$L&OMB’DO *)N’DK$-
ZG * LB&*)E *DGKB &BNTRF DELH$’G$G$. 8 (G$GTB [10] &$((E$G&D*$BG(O ’B(VBE-
’FB )&G)LBCDJB(KDB K)’(G&SKYDD, )LD&$ZPDB(O ’$ CB’G$HT’FB DELH$’G$GF *
CD(G$HT’FQ )GCBH$Q *B&Q’B% D ’DM’B% JBHZ(GD, L&D CB%(G*DD *B&GDK$HT’)%
XK(LHS$G$YD)’’)% ’$I&SNKB, Q$&$KGB&’)% CHO MB*$GBHT’)% ’$I&SNKD.

2. 7BG)CF &BUB’DO. /&D DNI)G)*HB’DD (G)E$G)H)IDJB(KDQ DELH$’G$G)* (
LH)ER)% L&DEB’OZG(O ’B(K)HTK) *DC)* E$GB&D$H)*, CHO L)HSJB’DO L&)J’)%
K)’(G&SKYDD.
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] ,$DEB’)*$’DB
E$GB&D$H$

7)CSHT
SL&SI)(GD,
((C*DI$) /a

!)X\\DYDB’G
/S$(()’$

/&BCBH
L&)J’)-

(GD, 7/$
1 9SRJ$G$O K)(GT 1,37· 109 0.3 23

2 !)&GDK$HT’$O
K)(GT 1,37·1010 0.3 90-150

3 5B’GD’ 1,86·1010 0.31 1358
4 !B&$EDK$ 7,0·1010 0.2 320
5 -$GBQ 6,89·107 0.45
6 ;DG$’ 1,1·1011 (4,1·1010

) 0.32 1048
7 "SR’$O XE$HT 8,1·1010 0.3 4009
8 /H)ER$ 6,9·109 0,3 400

;+:1&4+ 1. <&=&$"->.?+/&9.#$&. ?+,+$-.,&#-&$& >+-.,&+1"%, 8,&>./6.>0? % $"/-
#-,)$4&&

5HO E)CBHD&)*$’DO DELH$’G$G$ L&DEB’OH$(T RB(K)’G$KG’$O (D(GBE$ ATOS,
)RB(LBJD*$ZP$O G)J’)(GT 5 EKE. /&D &$(JBG$Q ’$ K)’(G&SKYDZ CB%(G*)*$H$
*B&GDK$HT’$O ’$I&SNK$ 100,, L)K$N$’’$O ’$ &D(. 5. 0$NEB&’FB Q$&$KGB&D(GDKD
K)’(G&SKYDD ()(G$*HOHD 38.8 EE L) )(D #, 38.0 EE L) )(D Y D 69.5 EE L) )(D Z
(&D(. 2).

5&#. 1. !"*.12 &>81+/-+-+ # 81">:"’ (#8,+%+) & .#-.#-%.//"(" =):+

8 K$JB(G*B EBG)C$ &BUB’DO * (D(GBEB $*G)E$GDND&)*$’’)I) L&)BKGD&)*$’DO
L&DEB’OBG(O EBG)C K)’BJ’FQ XHBEB’G)*. :Q)CDE)(GT &BUB’DO L&)*B&OH(O (IS-
PB’DBE (BGKD K)’BJ’FQ XHBEB’G)*: (&$*’D*$HD(T &BUB’DO D(Q)C’)I) &$NRDB’DO
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5&#. 2. @-,)$-),+ .#-.#-%.//"(" =):+ & &>81+/-+-+ %/)-,&

5&#. 3. A"/.9/"-B1.>./-/+6 +88,"$#&>+4&6 $"/#-,)$4&&. C&#1" $"/.9/0? B1.>./-"%
#"#-+%&1" 1356214

D L&D L)HSG)&’)E S*BHDJB’DD JD(H$ K)’BJ’FQ XHBEB’G)* L) (&$*’B’DZ ( D(Q)C-
’FE. :&$*’D*$HD(T ’$L&OMB’’)-CB\)&ED&)*$’’FB ()(G)O’DO D(Q)C’)I) ()(G)-
O’DO D (ISPB’’)% (BGKD K)’BJ’FQ XHBEB’G)*. 3(HD &BNSHTG$GF )GHDJ$HD(T ’B
R)HBB JBE ’$ 3%, G) D(Q)C’)B ()(G)O’DB &$NRDB’DO L&D’DE$H)(T C)(G$G)J’FE
CHO L)HSJB’DO C)(G)*B&’)I) &BUB’DO, B(HD ’BG, G) L&)YBCS&$ (ISPB’DO (BGKD
K)’BJ’FQ XHBEB’G)* L&)C)HM$H$(T.

^D(H) K)’BJ’FQ XHBEB’G)* K)’(G&SKYDD ()(G$*DH) 1356214. 8 EB(G$Q ()L&D-
K)(’)*B’DO L)*B&Q’)(GB% B(GB(G*B’’)I) NSR$ D DELH$’G$G$ K)X\\DYDB’G G&B’DO
L&D’DE$H(O 0,2.

0BUB’DB N$C$JD )L&BCBHB’DO ’$L&OMB’’)-CB\)&ED&)*$’’)I) ()(G)O’DO DE-
LH$’G$G$ L)C ’$I&SNK)% (*)CDG(O K &BUB’DZ (D(GBEF $HIBR&$DJB(KDQ S&$*’B-
’D% * \DNDJB(KD ’BHD’B%’)% L)(G$’)*KB.
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5&#. 4. A"/#-,)$4&6 &>81+/-+-+ # 81">:"’ & .#-.#-%.//"(" =):+ % ,+=,.=.

5&#. 5. D#.%+6 /+(,)=$+

5&#. 6. D:E.. /+8,6F.//". #"#-"6/&. $"/#-,)$4&&. !+$#&>+12/". /+8,6F./&. 8"
!&=.#) 256!7+.

8 &BNSHTG$GB L&)*BCB’’)I) D((HBC)*$’DO E)CBHT K)’(G&SKYDD DELH$’G$-
G$ ( LH)ER)% D B(GB(G*B’’)I) NSR$ $LL&)K(DED&)*$’$ K)’BJ’FED XHBEB’G$-
ED (&D(. 3), /)CG*B&MCB’$ (Q)CDE)(GT $LL&)K(DE$YDD, L)HSJB’) ’$L&OMB’’)-
CB\)&ED&)*$’’)B ()(G)O’DB DELH$’G$G$ ( LH)ER)% L&D ()L&DK)(’)*B’DD ( B(GB-
(G*B’’FE NSR)E (&D(. 6-11), )L&BCBHB’F LB&BEBPB’DO XHBEB’G)* K)’(G&SKYDD
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5&#. 7. 5+#8,.*.1./&. /+8,6F./&’ % &>81+/-+-. >+-.,&+1+ -&-+/. !+$#&>+12/". /+-
8,6F./&. 8" !&=.#) 256!7+. G >+-.,&+1. &= H./-&/+ 156!7+.

(&D(. 12, 13). 8FJD(HB’ N$L$( L&)J’)(GD E$GB&D$H)* DELH$’G$G$ ( LH)ER)% D
B(GB(G*B’’)I) NSR$, L&D*BCB’’FB * G$RHDYB 2.

5&#. 8. 5+#8,.*.1./&. /+8,6F./&’ % &>81+/-+-.. !+$#&>+12/". /+8,6F./&. 8" !&-
=.#) 256!7+ % >+-.,&+1. &= -&-+/+ & 156!7+ % >+-.,&+1. &= H./-&/+.

8 G$RH. 2 L)K$N$’F N$L$(F L&)J’)(GD E$GB&D$H)*, L&DEB’OBEFQ * K)’(G&SK-
YDD.

3. 8F*)CF. 8 &BNSHTG$GB L&)*BCB’’)I) D((HBC)*$’DO ’$L&OMB’’)-
CB\)&ED&)*$’’)I) ()(G)O’DO K)’(G&SKYDD DELH$’G$G$ ( LH)ER)% D B(GB(G*B’-
’)I) NSR$ L&D DQ XK(LHS$G$YDD L)HSJB’F N’$JB’DO ’$L&OMB’D% D CB\)&E$YD%
* 8 XHBEB’G$Q K)’(G&SKYDD. 4L&BCBHB’F E$K(DE$HT’FB ’$L&OMB’DO D CB\)&-
E$YDD * XHBEB’G$Q K)’(G&SKYDD. /&D*BCB’F E)CBHD DELH$’G$G)* ( LH)ER)% D
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5&#. 9. 5+#8,.*.1./&. /+8,6F./&’ /+ 8"%.,?/"#-& &>81+/-+-+. !+$#&>+12/". /+8,6-
F./&. 8" !&=.#) 156!7+ % >+-.,&+1. $.,+>&$+ &>81+/-+-+.

5&#. 10. 5+#8,.*.1./&. /+8,6F./&’ /+ 8"%.,?/"#-& &>81+/-+-+. !+$#&>+12/". /+-
8,6F./&. 8" !&=.#) 256!7+ % >+-.,&+1. =):/"’ B>+1&.

5&#. 11. 5+#8,.*.1./&. /+8,6F./&’ %/)-,& &>81+/-+-+. !+$#&>+12/". /+8,6F./&.
8" !&=.#) 152!7+ % >+-.,&+1. -&-+/ &>81+/-+-+.

B(GB(G*B’’)I) NSR$. 0$(JBGF L&)DHHZ(G&D&)*$’F ’$ 13 &D(S’K$Q. /) &BNSHTG$-
G$E, L&)*BCB’’FQ &$(JBG)* )L&BCBHB’F N$L$(F L&)J’)(GD E$GB&D$H)*, *Q)CO-
PDQ * K)’(G&SKYDZ. 7D’DE$HT’F% N$L$( L&)J’)(GD ()(G$*DH 1,5 (G$RH.2).
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5&#. 12. 5+#8,.*.1./&. 8.,.>.E./&’ &>81+/-+-+. !+$#&>+12/". 8.,.>.E./&. 0,4122
>>.

5&#. 13. 5+#8,.*.1./&. 8.,.>.E./&’ %/)-,& $"/#-,)$4&&. !+$#&>+12/". 8.,.>.E.-
/&. 0,4122 >>.

,$DEB’)*$’DB
E$GB&D$H$

/&BCBH
L&)J’)(GD,

7/$

7$K(DE$HT’)B
’$L&OMB’DB *
K)’(G&SKYDD,

7/$,

"$L$(
L&)J’)(GD

!B&$EDK$ 320 156 (9) 2,1
;DG$’ 880 256 (6-8,11) 3,4

/H)ER$ 400 156 (9) 2,5
"SR’$O XE$HT 3000 256 (10) 11,7

9SRJ$G$O K)(GT 23 10 (6,7) 2,3
!)&GDK$HT’$O K)(GT 90 60 (6,7) 1,5

5B’GD’ 369 156 (7, 8) 2,3

;+:1&4+ 2. I+8+#0 8,"9/"#-& & >+$#&>+12/0. /+8,6F./&6 % $"/#-,)$4&&

HD7DJ3K;LJM3D

G$1+* +%-","%. 100%.
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A"/N1&$- &/-.,.#"%. O%-",0 *.$1+,&,)P- "-#)-#-%&. 6%/0? & 8"-./4&+12/0? $"/-
N1&$-"% &/-.,.#"%, #%6=+//0? # 8):1&$+4&.’ /+#-"6E.’ #-+-2&.
K#-"9/&$ N&/+/#&,"%+/&6. O%-",0 =+6%16P- ": "-#)-#-%&& %/.Q/.(" N&/+/#&,"%+-
/&6 8,& 8,"%.*./&& &##1.*"%+/&6.
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