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Аннотация. Статья посвящена исследованию вопросов устойчивости положений равновесия
линейных анизотропных тел Гука. Энергия деформации таких тел является квадратичной
формой от симметричного тензора деформаций. Энергетическая форма линейного анизотроп-
ного тела, в силу свойств симметрии определяющего тензора четвертого ранга, характеризу-
ется 21-м изоэнтропийным механическим модулем. Для удобства оперирования с указанной
квадратичной формой вводятся формальные переменные. Получены соотношения, связыва-
ющие компоненты определяющего тензора анизотропного тела Гука с элементами матрицы
квадратичной формы. Условия устойчивого равновесия выражаются через условия положи-
тельной определенности квадратичной формы. Наиболее просто такие условия могут быть
получены с помощью критерия Сильвестра, что подразумевает вычисление угловых миноров
матрицы квадратичной формы. Трудности вычисления миноров пятого и шестого порядков
преодолеваются с помощью системы символьных вычислений Wolfram Mathematica. Получе-
ны 6 односторонних ограничений (в форме неравенств), накладываемых на упругие модули,
гарантирующих устойчивость равновесия линейного анизотропного тела Гука. До настояще-
го времени приведенные в статье результаты не могли быть найдены. Именно оперирование с
данными с помощью систем символьных вычислений позволило, в конце концов, достигнуть
прогресса в этом вопросе.
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Abstract. This paper investigates the stability of the equilibrium positions of linear anisotropic
Hookean solids. The strain energy of such solids is a quadratic form of the symmetric strain tensor.
Due to the symmetry properties of the fourth-rank indicative tensor, the energy form of a linear
anisotropic solid is characterized by the 21st isentropic mechanical modulus. Formal variables are
introduced to facilitate manipulation of this quadratic form. Relations are derived linking the
components of the indicative tensor of an anisotropic Hookean solid with the elements of the
quadratic matrix. Conditions for stable equilibrium are expressed in terms of positive definiteness
conditions for the quadratic form. These conditions can be most easily obtained using Sylvester’s
criterion, which involves calculating the angular minors of the quadratic matrix. Difficulties in
calculating fifth- and sixth-order minors are overcome using the Wolfram Mathematica symbolic
computing system. Six one-sided constraints (in the form of inequalities) imposed on the elastic
moduli guaranteeing the equilibrium stability of a linear anisotropic Hookean solid were obtained.
Until now, the results presented in the article had been unattainable. It was precisely the
manipulation of data using symbolic computing systems that ultimately made progress in this
area possible.
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1. Введение. Построение энергетических форм, как правило, предше-
ствует математическому моделированию механического поведения деформиру-
емых сред [Kessel1964, 1—13]. Указанные энергетические формы используются
также при формулировке вариационных принципов и выводе дифференциаль-
ных уравнений равновесия и движения. Кроме этого, исследование положитель-
ной определенности самой энергетической формы позволяет установить усло-
вия устойчивости положений равновесия деформируемого тела. Такие условия
могут быть получены различными способами, известными из алгебры и теории
матриц. Например, ранее аналогичные условия были получены для изотропно-
го и гемитропного микрополярных упругих континуумов [14—16].

В настоящем исследовании формулируются критерии устойчивости положе-
ний равновесия для линейных анизотропных тел Гука.1 Условия устойчиво-
го равновесия выражаются условиям положительной определенности квадра-
тичной энергетической формы, т.е. условиям положительной определенности
ее матрицы. В связи с этим положительная определенность матрицы квадра-
тичной энергетической формы гарантирует эллиптичность статических урав-
нений и гиперболичность дифференциальных уравнений движения анизотроп-
ного упругого тела. Существует много подходов к выяснению рассматривае-
мых вопросов [14—16], например, с помощью вычисления собственных значе-
ний [17—19]. Наиболее просто указанные условия могут быть получены с помо-
щью критерия Сильвестра, что подразумевает вычисление «угловых» миноров
матрицы квадратичной формы. Трудности вычисления пятого и шестого ми-
норов успешно преодолеваются с помощью системы символьных вычислений
Wolfram Mathematica 14.1. Получены 6 односторонних ограничений (в форме
неравенств), накладываемых на упругие модули, гарантирующих устойчивость
равновесия линейного анизотропного тела Гука. До настоящего времени при-
веденные в статье результаты не могли быть найдены ввиду огромного коли-
чества сравнительно элементарных алгебраических действий. Именно опериро-
вание данными с помощью систем символьных вычислений позволило в конце
концов достигнуть прогресса в этой вопросе. Полученный в работе результат
является существенным вкладом в классическую линейную теорию упругости
Гука–Навье.

Следует подчеркнуть, что настоящие исследование основано на понятиях,
терминологии, обозначениях, методах и результатах, представленных в преды-
дущих работах авторов [11, 14—16, 20—23].

2. Энергетическая квадратичная форма анизотропного упругого
тела Гука. Введем энергию деформации U , которая в термодинамическом
плане является внутренней энергией для изоэнтропийных (адиабатических)

1В настоящее время, как показывает анализ библиографии, подавляющее большинство
работ посвящено изотропному упругому телу Гука.
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процессов.2 В расчете на единичный инвариантный элемент объема при по-
стоянной энтропии (S = const) она может быть задана как функция тензора
деформаций:

U
⃓⃓⃓
adiabatic

= U (ϵij) . (1)

Тензор полных деформаций ϵij принимается в качестве термодинамического
базиса и вычисляется через перемещения ui согласно фундаментальным соот-
ношениям Коши:

ϵij = ϵ(ij), 2ϵ(ij) = ∂iuj + ∂jui. (2)

где частная производная ∂i по пространственной координате xi вычисляется
согласно

∂i =
∂

∂xi
.

Хорошо известно, что энергия деформации анизотропного упругого тела мо-
жет быть представлена в виде:

U = E(ij)(kl) ϵ(ij)ϵ(kl) (i, j, k, l = 1, 3), (3)

где E(ij)(kl) (i, j, k, l = 1, 3) — тензор определяющих упругих постоян-
ных/модулей. В самом общем случае на упругие модули не накладывается ни-
каких ограничений. Здесь и далее будем придерживаться привила Эйнштейна,
выполняя суммрирование по повторяющемся индексам. Очевидно, эти констан-
ты могут интерпретироваться как определяющие упругие модули (абсолютные
скаляры) при задании модели анизотропного упругого тела Гука. Кроме того,
тензор определяющих упругих постоянных удовлетворяет условиям симметрии:

E(ij)(kl) = E(kl)(ij), E(ij)(kl) = E(ji)(kl), E(ij)(kl) = E(ij)(lk). (4)

Условия (4) определяют перестановочность пар индексов и индексов внутри
пар. Важно заметить, что тензор четвертого ранга в трехмерном пространстве
в общем случае имеет 3 · 3 · 3 · 3 = 81 компонент. Однако, условия симметрии (4)
позволяют уменьшить их количество до 21. Поэтому итоговая энергетическая
форма анизотропного упругого тела Гука может быть представлена в доста-
точно компактном виде:

U = E(11)(11) ϵ
2
11 + E(22)(22) ϵ

2
22 + E(33)(33) ϵ

2
33 + 2E(11)(22) ϵ11ϵ22+

+ 2E(11)(33) ϵ11ϵ33 + 2E(22)(33) ϵ22ϵ33 + 4E(23)(23) ϵ
2
23 + 4E(13)(13) ϵ

2
13+

+ 4E(12)(12) ϵ
2
12 + 4E(11)(23) ϵ11ϵ23 + 4E(11)(13) ϵ11ϵ13 + 4E(11)(12) ϵ11ϵ12+

+ 4E(22)(23) ϵ22ϵ23 + 4E(22)(13) ϵ22ϵ13 + 4E(22)(12) ϵ22ϵ12 + 4E(33)(23) ϵ33ϵ23+

+ 4E(33)(13) ϵ33ϵ13 + 4E(33)(12) ϵ33ϵ12 + 4E(23)(13) ϵ23ϵ13 + 4E(23)(12) ϵ23ϵ12+

+ 4E(13)(12) ϵ13ϵ12.

(5)

2Адиабатические процессы — процессы без теплообмена с окружающей средой, т.е. срав-
нительно быстрые процессы (например, волновые).
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пары тензорных индексов (ij) (kl) 11 22 33 23 32 31 13 12 21
матричные индексы (K) (N) 1 2 3 4 4 5 5 6 6

Таблица 1. Соответствие пар тензорных и одинарных матричных индексов согласно
Наю [24].

С целью упрощения оперирования с квадратичной формой (5) выполним за-
мены независимых термодинамических переменных состояния ϵ(ij) в энергии
деформации U согласно следующим правилам [24]:

ϵ(11) ←→ Y1, ϵ(22) ←→ Y2, ϵ(33) ←→ Y3,

ϵ(23) ←→ Y4, ϵ(13) ←→ Y5, ϵ(12) ←→ Y6.
(6)

После перехода от термодинамического базиса ϵ(ij) к базису Y1, . . . , Y6 полу-
чим:

U = U (Y1, . . . , Y6) . (7)

Сформируем транспонированный вектор-строку в шестимерном простран-
стве формальных переменных:

[Y] = [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6]
⊤, (8)

тогда функциональная зависимость (7) может быть представлена в виде:

U = U ([Y]) , (9)

или в матричных обозначениях:

U = U ([A], [Y]) = [Y]⊤[A] [Y], (10)

где [A] — формальная квадратная матрица алгебраической размерности 6× 6

[A] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
A11 A12 A13 A14 A15 A16

A12 A22 A23 A24 A52 A62

A13 A23 A33 A43 A53 A63

A14 A24 A43 A44 A54 A64

A15 A52 A53 A54 A55 A65

A16 A62 A63 A64 A65 A66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (11)

Представление (10) может быть записано виде следующей формальной сум-
мы:

U =A11Y
2
1 + A22Y

2
2 + A33Y

2
3 + A44Y

2
4 + A55Y

2
5 + A66Y

2
6 + 2A12Y1Y2 + 2A13Y1Y3+

+ 2A14Y1Y4 + 2A15Y1Y5 + 2A16Y1Y6 + 2A23Y2Y3 + 2A24Y2Y4 + 2A52Y2Y5+

+ 2A62Y2Y6 + 2A43Y3Y4 + 2A53Y3Y5 + 2A63Y3Y6 + 2A54Y4Y5 + 2A64Y4Y6+

+ 2A65Y5Y6.
(12)
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Заменим пары индексов у тензора упругих модулей E(ij)(kl) на одинарные
матричные индексы (см. Табл. 1) и расположим упругие модули в форме квад-
ратной матрицы [E]:

[E] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E11 E12 E13 E14 E15 E16

E12 E22 E23 E24 E52 E62

E13 E23 E33 E43 E53 E63

E14 E24 E43 E44 E54 E64

E15 E52 E53 E54 E55 E65

E16 E62 E63 E64 E65 E66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (13)

Следует заметить, что изменение нумерации приведет к изменению матрицы
[E], но не нарушает физического содержания всех последующих рассмотрений.
В матричном представлении (13) опущены круглые скобки, т.е., например,

E12 = E(1)(2) = E(11)(22) = E1122. (14)

На основании того, что

E1122 = E2211 = E(22)(11) = E(2)(1) = E21, (15)

и аналогично для всех других модулей имеем:

[E] = [E]⊤ (16)

Элементы матрицы [A] вычисляются (мы опускаем детали) через элементы
матрицы [E] согласно:

[A] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E11 E12 E13 2E14 2E15 2E16

E12 E22 E23 2E24 2E52 2E62

E13 E23 E33 2E43 2E53 2E63

2E14 2E24 2E43 4E44 4E54 4E64

2E15 2E52 2E53 4E54 4E55 4E65

2E16 2E62 2E63 4E64 4E65 4E66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (17)

откуда видно, что матрицы [A] и [E] не совпадают:

[A] ̸= [E].

Однако, нетрудно установить, что симметричные матрицы [A] и [E] конгру-
энтны [25, С. 354], причем

[A] = [Ddiag][E][Ddiag], (18)

где
[Ddiag] = diag[Ddiag] = diag(1, 1, 1, 2, 2, 2). (19)

Следует отметить, что определение конгруэтных матриц в общем случае вы-
глядит следующим образом

[A] = [K]⊤[E][K],
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где [K] — невырожденная квадратная матрица, той же размерности, что и мат-
рица [A]. В рассматриваемом случае

[K] = [Ddiag], [Ddiag]
⊤ = [Ddiag].

Конгруэтные матрицы обладают следующими важными свойствами:
(1) Сохранение симметрии. Если [E] симметрична ([E]⊤ = [E]), то [A] также

симметрична:

[A]⊤ =
[︁
[Ddiag]

⊤[E][Ddiag]
]︁⊤

= [Ddiag]
⊤[E]⊤[Ddiag] = [Ddiag][E][Ddiag] = [A]. (20)

(2) Закон инерции Сильвестра. У конгруэнтных матриц совпадает сигна-
тура — число положительных, отрицательных и нулевых собственных
значений, т.е.

Signature[A] = Signature[E]. (21)
(3) Сохранение ранга. Ранг не меняется при конгруэнтном преобразовании,

т.к. [D] не вырождена:

rank[A] = rank[E]. (22)

(4) Изменение определителя. Определитель преобразуется по формуле

det[A] = (det[Ddiag])
2 · det[E] = 64 det[E]. (23)

(5) Сохранение положительной (отрицательной) определённости, являющи-
еся прямым следствием закона инерции Сильвестра. Если [E] положи-
тельно определена ([E] ≻ 0), то и [A] положительно определена:

[E] ≻ 0 ⇐⇒ [A] ≻ 0. (24)

(6) Сохранение квадратичной формы с точностью до замены переменных.
Для любого вектора-столбца [Y] справедливо

[Y]⊤[A][Y] =
[︁
[Ddiag]

−1[Y]
]︁⊤

[E]
[︁
[Ddiag]

−1[Y]
]︁
, (25)

т.е. значения квадратичной формы при конгруэнтном преобразовании
пересчитываются через замену координат.

Однако при при конгруэнтном преобразовании не сохраняется: собственные
значения, след матрицы и характеристический многочлен.

В частном случае, когда [D] ортогональна ([D]⊤ = [D]−1), конгруэнтность
совпадает с подобием, и тогда все перечисленные свойства подобия (включая
сохранение собственных значений) выполняются.

С учетом (17) квадратичная форма энергии деформации анизотропного упру-
гого тела Гука (10) записывается как сумма 21-го слагаемого:

U = E11Y
2
1 + E22Y

2
2 + E33Y

2
3 + 2E12Y1Y2 + 2E13Y1Y3 + 2E23Y2Y3

+ 4E14Y1Y4 + 4E15Y1Y5 + 4E16Y1Y6 + 4E24Y2Y4 + 4E43Y3Y4 + 4E44Y
2
4

+ 4E52Y2Y5 + 4E53Y3Y5 + 4E55Y
2
5 + 4E62Y2Y6 + 4E63Y3Y6 + 4E66Y

2
6

+ 8E54Y4Y5 + 8E64Y4Y6 + 8E65Y5Y6. (26)
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В дальнейшем в аналогичных рассмотрениях принимается матрицу [A], вы-
числяемую согласно (17).

3. Определяющие неравенства, обеспечивающие устойчивость по-
ложений равновесия анизотропного упругого тела Гука Систему опре-
деляющих неравенств, обеспечивающую устойчивость равновесия анизотроп-
ного упругого тела Гука, получим,следуя критерию Сильвестра. Существует
много других подходов к выяснению рассматриваемых вопросов, например, с
помощью вычисления собственных значений [17—19]. Кроме того, поиск соб-
ственных значений можно проводить различными численно–аналитическими
методами: алгоритм Леверье–Фаддеева, метод Ланцоша, QR-алгоритм, степен-
ной метод, метод обратных итераций и т.д. Согласно критерию Сильвестра
знакоопределенность квадратичной формы можно определить проверкой зна-
ков ее главных (левых верхних угловых) миноров. Главным (левым верхним
«угловым») минором порядка k называется определитель квадратной матрицы
алгебраической размерности k× k, образованной пересечением k первых строк
и k первых столбцов исходной матрицы [25]. В случае положительной опре-
деленности квадратичной формы главные миноры ее матрицы должны быть
положительны.

В рассматриваемом случае, квадратная матрица [A] будет иметь 6 главных
миноров.

Главный минор порядка 1:

e1 = E11; (27)

Главный минор порядка 2:

e2 = det

[︃
E11 E12

E12 E22

]︃
; (28)

Главный минор порядка 3:

e3 = det

⎡⎣ E11 E12 E13

E12 E22 E23

E13 E23 E33

⎤⎦ ; (29)

Главный минор порядка 4:

e4 = det

⎡⎢⎢⎣
E11 E12 E13 2E14

E12 E22 E23 2E24

E13 E23 E33 2E43

2E14 2E24 2E43 4E44

⎤⎥⎥⎦ ; (30)
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Главный минор порядка 5:

e5 = det

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
E11 E12 E13 2E14 2E15

E12 E22 E23 2E24 2E52

E13 E23 E33 2E43 2E53

2E14 2E24 2E43 4E44 4E54

2E15 2E52 2E53 4E54 4E55

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ; (31)

Главный минор порядка 6:

e6 = det[A]. (32)

Положительная определенность квадратичной формы (9) согласно критерию
Сильвестра обеспечивается совместным выполнением шести неравенств:

es > 0 (s = 1, 6). (33)

Вычислив определители e1, ..., e6 и подставив их в систему неравенств (33),
получим:

E11 > 0,

E11E22 − E2
12 > 0,

E11E22E33 − E11E
2
23 − E2

12E33 + 2E12E13E23 − E2
13E22 > 0,

E11E22E33E44 − E11E22E
2
43 − E11E

2
23E44 + 2E11E23E24E43 − E11E

2
24E33−

− E2
12E33E44 + E2

12E
2
43 + 2E12E13E23E44 − 2E12E13E24E43 − 2E12E14E23E43+

+ 2E12E14E24E33 − E2
13E22E44 + E2

13E
2
24 + 2E13E14E22E43 − 2E13E14E23E24−

− E2
14E22E33 + E2

14E
2
23 > 0,

E11E22E33E44E55 − E11E22E33E
2
54 − E11E22E

2
43E55 + 2E11E22E43E53E54−

− E11E22E44E
2
53 − E11E

2
23E44E55 + E11E

2
23E

2
54 + 2E11E23E24E43E55−

− 2E11E23E24E53E54 − 2E11E23E43E52E54 + 2E11E23E44E52E53 − E11E
2
24E33E55+

+ E11E
2
24E

2
53 + 2E11E24E33E52E54 − 2E11E24E43E52E53 − E11E33E44E

2
52+

+ E11E
2
43E

2
52 − E2

12E33E44E55 + E2
12E33E

2
54 + E2

12E
2
43E55 − 2E2

12E43E53E54+

+ E2
12E44E

2
53 + 2E12E13E23E44E55 − 2E12E13E23E

2
54 − 2E12E13E24E43E55+

+ 2E12E13E24E53E54 + 2E12E13E43E52E54 − 2E12E13E44E52E53 + E2
15E

2
23E44−

− 2E12E14E23E43E55 + 2E12E14E23E53E54 + 2E12E14E24E33E55 − 2E12E14E24E
2
53−

− 2E12E14E33E52E54 + 2E12E14E43E52E53 + 2E12E15E23E43E54 + E2
15E

2
24E33−

− 2E12E15E23E44E53 − 2E12E15E24E33E54 + 2E12E15E24E43E53+

+ 2E12E15E33E44E52 − 2E12E15E
2
43E52 − E2

13E22E44E55 + E2
13E22E

2
54+

+ E2
13E

2
24E55 − 2E2

13E24E52E54 + E2
13E44E

2
52 + 2E13E14E22E43E55−
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− 2E13E14E22E53E54 − 2E13E14E23E24E55 + 2E13E14E23E52E54 − 2E2
15E23E24E43+

+ 2E13E14E24E52E53 − 2E13E14E43E
2
52 − 2E13E15E22E43E54 + 2E13E15E22E44E53+

+ 2E13E15E23E24E54 − 2E13E15E23E44E52 − 2E13E15E
2
24E53 + 2E13E15E24E43E52−

− E2
14E22E33E55 + E2

14E22E
2
53 + E2

14E
2
23E55 − 2E2

14E23E52E53 + E2
14E33E

2
52+

+ 2E14E15E22E33E54 − 2E14E15E22E43E53 − 2E14E15E
2
23E54 + 2E14E15E23E24E53+

+ 2E14E15E23E43E52 − 2E14E15E24E33E52 − E2
15E22E33E44 + E2

15E22E
2
43 > 0,

− E2
54E

2
63E

2
12 + E44E55E

2
63E

2
12 − E2

53E
2
64E

2
12 + E33E55E

2
64E

2
12−

− E2
43E

2
65E

2
12 + E33E44E

2
65E

2
12 + 2E53E54E63E64E

2
12−

− 2E43E55E63E64E
2
12 − 2E44E53E63E65E

2
12 + 2E43E54E63E65E

2
12+

+ 2E43E53E64E65E
2
12 − 2E33E54E64E65E

2
12 + E44E

2
53E66E

2
12+

+ E33E
2
54E66E

2
12 − 2E43E53E54E66E

2
12 + E2

43E55E66E
2
12−

− E33E44E55E66E
2
12 − 2E15E44E52E

2
63E12 + 2E15E24E54E

2
63E12+

+ 2E14E52E54E
2
63E12 − 2E14E24E55E

2
63E12 − 2E15E33E52E

2
64E12+

+ 2E15E23E53E
2
64E12 + 2E13E52E53E

2
64E12 − 2E13E23E55E

2
64E12−

− 2E14E24E33E
2
65E12 + 2E14E23E43E

2
65E12 + 2E13E24E43E

2
65E12−

− 2E13E23E44E
2
65E12 − 2E16E44E

2
53E62E12 − 2E16E33E

2
54E62E12+

+ 4E16E43E53E54E62E12 − 2E16E
2
43E55E62E12 + 2E16E33E44E55E62E12+

+ 2E16E23E
2
54E63E12 + 2E16E44E52E53E63E12 − 2E16E43E52E54E63E12−

− 2E16E24E53E54E63E12 + 2E16E24E43E55E63E12 − 2E16E23E44E55E63E12+

+ 2E13E
2
54E62E63E12 + 2E15E44E53E62E63E12 − 2E15E43E54E62E63E12−

− 2E14E53E54E62E63E12 + 2E14E43E55E62E63E12 − 2E13E44E55E62E63E12+

+ 2E16E24E
2
53E64E12 − 2E16E43E52E53E64E12 + 2E16E33E52E54E64E12−

− 2E16E23E53E54E64E12 − 2E16E24E33E55E64E12 + 2E16E23E43E55E64E12+

+ 2E14E
2
53E62E64E12 − 2E15E43E53E62E64E12 + 2E15E33E54E62E64E12−

− 2E13E53E54E62E64E12 − 2E14E33E55E62E64E12 + 2E13E43E55E62E64E12+

+ 4E15E43E52E63E64E12 − 2E15E24E53E63E64E12 − 2E14E52E53E63E64E12−
− 2E15E23E54E63E64E12 − 2E13E52E54E63E64E12 + 2E14E23E55E63E64E12+

+ 2E13E24E55E63E64E12 + 2E16E
2
43E52E65E12 − 2E16E33E44E52E65E12−

− 2E16E24E43E53E65E12 + 2E16E23E44E53E65E12 + 2E16E24E33E54E65E12−
− 2E16E23E43E54E65E12 + 2E15E

2
43E62E65E12 − 2E15E33E44E62E65E12−

− 2E14E43E53E62E65E12 + 2E13E44E53E62E65E12 + 2E14E33E54E62E65E12−
− 2E13E43E54E62E65E12 − 2E15E24E43E63E65E12 + 2E15E23E44E63E65E12−
− 2E14E43E52E63E65E12 + 2E13E44E52E63E65E12 + 4E14E24E53E63E65E12−
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− 2E14E23E54E63E65E12 − 2E13E24E54E63E65E12 + 2E15E24E33E64E65E12−
− 2E15E23E43E64E65E12 + 2E14E33E52E64E65E12 − 2E13E43E52E64E65E12−
− 2E14E23E53E64E65E12 − 2E13E24E53E64E65E12 + 4E13E23E54E64E65E12−
− 2E14E24E

2
53E66E12 − 2E13E23E

2
54E66E12 − 2E15E

2
43E52E66E12+

+ 2E15E33E44E52E66E12 + 2E15E24E43E53E66E12 − 2E15E23E44E53E66E12+

+ 2E14E43E52E53E66E12 − 2E13E44E52E53E66E12 − 2E15E24E33E54E66E12+

+ 2E15E23E43E54E66E12 − 2E14E33E52E54E66E12 + 2E13E43E52E54E66E12+

+ 2E14E23E53E54E66E12 + 2E13E24E53E54E66E12 + 2E14E24E33E55E66E12−
− 2E14E23E43E55E66E12 − 2E13E24E43E55E66E12 + 2E13E23E44E55E66E12−
− E2

16E
2
43E

2
52 + E2

16E33E44E
2
52 − E2

16E
2
24E

2
53 + E2

16E22E44E
2
53−

− E2
16E

2
23E

2
54 + E2

16E22E33E
2
54 − E2

15E
2
43E

2
62 − E2

14E
2
53E

2
62+

+ E11E44E
2
53E

2
62 − E2

13E
2
54E

2
62 + E11E33E

2
54E

2
62 + E2

15E33E44E
2
62+

+ 2E14E15E43E53E
2
62 − 2E13E15E44E53E

2
62 − 2E14E15E33E54E

2
62+

+ 2E13E15E43E54E
2
62 + 2E13E14E53E54E

2
62 − 2E11E43E53E54E

2
62+

+ E11E
2
43E55E

2
62 + E2

14E33E55E
2
62 − 2E13E14E43E55E

2
62+

+ E2
13E44E55E

2
62 − E11E33E44E55E

2
62 − E2

15E
2
24E

2
63 − E2

14E
2
52E

2
63+

+ E11E44E
2
52E

2
63 + E11E22E

2
54E

2
63 + E2

15E22E44E
2
63+

+ 2E14E15E24E52E
2
63 − 2E14E15E22E54E

2
63 − 2E11E24E52E54E

2
63+

+ E11E
2
24E55E

2
63 + E2

14E22E55E
2
63 − E11E22E44E55E

2
63 − E2

15E
2
23E

2
64−

− E2
13E

2
52E

2
64 + E11E33E

2
52E

2
64 + E11E22E

2
53E

2
64 + E2

15E22E33E
2
64+

+ 2E13E15E23E52E
2
64 − 2E13E15E22E53E

2
64 − 2E11E23E52E53E

2
64+

+ E11E
2
23E55E

2
64 + E2

13E22E55E
2
64 − E11E22E33E55E

2
64 − E2

14E
2
23E

2
65−

− E2
13E

2
24E

2
65 + E11E22E

2
43E

2
65 + 2E13E14E23E24E

2
65 + E11E

2
24E33E

2
65+

+ E2
14E22E33E

2
65 − 2E13E14E22E43E

2
65 − 2E11E23E24E43E

2
65+

+ E11E
2
23E44E

2
65 + E2

13E22E44E
2
65 − E11E22E33E44E

2
65+

+ 2E2
16E24E43E52E53 − 2E2

16E23E44E52E53 − 2E2
16E24E33E52E54+

+ 2E2
16E23E43E52E54 + 2E2

16E23E24E53E54 − 2E2
16E22E43E53E54+

+ E2
16E22E

2
43E55 + E2

16E
2
24E33E55 − 2E2

16E23E24E43E55+

+ E2
16E

2
23E44E55 − E2

16E22E33E44E55 + 2E14E16E24E
2
53E62+

+ 2E13E16E23E
2
54E62 + 2E15E16E

2
43E52E62 − 2E15E16E33E44E52E62−

− 2E15E16E24E43E53E62 + 2E15E16E23E44E53E62 − 2E14E16E43E52E53E62+

+ 2E13E16E44E52E53E62 + 2E15E16E24E33E54E62 − 2E15E16E23E43E54E62+

+ 2E14E16E33E52E54E62 − 2E13E16E43E52E54E62 − 2E14E16E23E53E54E62−
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− 2E13E16E24E53E54E62 − 2E14E16E24E33E55E62 + 2E14E16E23E43E55E62+

+ 2E13E16E24E43E55E62 − 2E13E16E23E44E55E62 + 2E14E16E43E
2
52E63−

− 2E13E16E44E
2
52E63 − 2E13E16E22E

2
54E63 − 2E15E16E24E43E52E63+

+ 2E15E16E23E44E52E63 + 2E15E16E
2
24E53E63 − 2E15E16E22E44E53E63−

− 2E14E16E24E52E53E63 − 2E15E16E23E24E54E63 + 2E15E16E22E43E54E63−
− 2E14E16E23E52E54E63 + 4E13E16E24E52E54E63 + 2E14E16E22E53E54E63−
− 2E13E16E

2
24E55E63 + 2E14E16E23E24E55E63 − 2E14E16E22E43E55E63+

+ 2E13E16E22E44E55E63 − 2E11E23E
2
54E62E63 + 2E2

15E24E43E62E63−
− 2E2

15E23E44E62E63 − 2E14E15E43E52E62E63 + 2E13E15E44E52E62E63−
− 2E14E15E24E53E62E63 + 2E2

14E52E53E62E63 − 2E11E44E52E53E62E63+

+ 4E14E15E23E54E62E63 − 2E13E15E24E54E62E63 − 2E13E14E52E54E62E63+

+ 2E11E43E52E54E62E63 + 2E11E24E53E54E62E63 − 2E2
14E23E55E62E63+

+ 2E13E14E24E55E62E63 − 2E11E24E43E55E62E63 + 2E11E23E44E55E62E63−
− 2E14E16E33E

2
52E64 + 2E13E16E43E

2
52E64 − 2E14E16E22E

2
53E64+

+ 2E15E16E24E33E52E64 − 2E15E16E23E43E52E64 − 2E15E16E23E24E53E64+

+ 2E15E16E22E43E53E64 + 4E14E16E23E52E53E64 − 2E13E16E24E52E53E64+

+ 2E15E16E
2
23E54E64 − 2E15E16E22E33E54E64 − 2E13E16E23E52E54E64+

+ 2E13E16E22E53E54E64 − 2E14E16E
2
23E55E64 + 2E13E16E23E24E55E64+

+ 2E14E16E22E33E55E64 − 2E13E16E22E43E55E64 − 2E11E24E
2
53E62E64−

− 2E2
15E24E33E62E64 + 2E2

15E23E43E62E64 + 2E14E15E33E52E62E64−
− 2E13E15E43E52E62E64 − 2E14E15E23E53E62E64 + 4E13E15E24E53E62E64−
− 2E13E14E52E53E62E64 + 2E11E43E52E53E62E64 − 2E13E15E23E54E62E64+

+ 2E2
13E52E54E62E64 − 2E11E33E52E54E62E64 + 2E11E23E53E54E62E64+

+ 2E13E14E23E55E62E64 − 2E2
13E24E55E62E64 + 2E11E24E33E55E62E64−

− 2E11E23E43E55E62E64 + 2E13E14E
2
52E63E64 − 2E11E43E

2
52E63E64+

+ 2E2
15E23E24E63E64 − 2E2

15E22E43E63E64 − 2E14E15E23E52E63E64−
− 2E13E15E24E52E63E64 + 2E14E15E22E53E63E64 + 2E11E24E52E53E63E64+

+ 2E13E15E22E54E63E64 + 2E11E23E52E54E63E64 − 2E11E22E53E54E63E64−
− 2E13E14E22E55E63E64 − 2E11E23E24E55E63E64 + 2E11E22E43E55E63E64−
− 2E15E16E22E

2
43E65 − 2E15E16E

2
24E33E65 + 4E15E16E23E24E43E65−

− 2E15E16E
2
23E44E65 + 2E15E16E22E33E44E65 + 2E14E16E24E33E52E65−

− 2E14E16E23E43E52E65 − 2E13E16E24E43E52E65 + 2E13E16E23E44E52E65+

+ 2E13E16E
2
24E53E65 − 2E14E16E23E24E53E65 + 2E14E16E22E43E53E65−
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− 2E13E16E22E44E53E65 + 2E14E16E
2
23E54E65 − 2E13E16E23E24E54E65−

− 2E14E16E22E33E54E65 + 2E13E16E22E43E54E65 + 2E14E15E24E33E62E65−
− 2E14E15E23E43E62E65 − 2E13E15E24E43E62E65 + 2E13E15E23E44E62E65−
− 2E11E

2
43E52E62E65 − 2E2

14E33E52E62E65 + 4E13E14E43E52E62E65−
− 2E2

13E44E52E62E65 + 2E11E33E44E52E62E65 + 2E2
14E23E53E62E65−

− 2E13E14E24E53E62E65 + 2E11E24E43E53E62E65 − 2E11E23E44E53E62E65−
− 2E13E14E23E54E62E65 + 2E2

13E24E54E62E65 − 2E11E24E33E54E62E65+

+ 2E11E23E43E54E62E65 + 2E13E15E
2
24E63E65 − 2E14E15E23E24E63E65+

+ 2E14E15E22E43E63E65 − 2E13E15E22E44E63E65 + 2E2
14E23E52E63E65−

− 2E13E14E24E52E63E65 + 2E11E24E43E52E63E65 − 2E11E23E44E52E63E65−
− 2E11E

2
24E53E63E65 − 2E2

14E22E53E63E65 + 2E11E22E44E53E63E65+

+ 2E13E14E22E54E63E65 + 2E11E23E24E54E63E65 − 2E11E22E43E54E63E65+

+ 2E14E15E
2
23E64E65 − 2E13E15E23E24E64E65 − 2E14E15E22E33E64E65+

+ 2E13E15E22E43E64E65 − 2E13E14E23E52E64E65 + 2E2
13E24E52E64E65−

− 2E11E24E33E52E64E65 + 2E11E23E43E52E64E65 + 2E13E14E22E53E64E65+

+ 2E11E23E24E53E64E65 − 2E11E22E43E53E64E65 − 2E11E
2
23E54E64E65−

− 2E2
13E22E54E64E65 + 2E11E22E33E54E64E65 + E2

15E22E
2
43E66+

+ E11E
2
43E

2
52E66 + E2

14E33E
2
52E66 − 2E13E14E43E

2
52E66+

+ E2
13E44E

2
52E66 − E11E33E44E

2
52E66 + E11E

2
24E

2
53E66 + E2

14E22E
2
53E66−

− E11E22E44E
2
53E66 + E11E

2
23E

2
54E66 + E2

13E22E
2
54E66−

− E11E22E33E
2
54E66 + E2

15E
2
24E33E66 − 2E2

15E23E24E43E66+

+ E2
15E

2
23E44E66 − E2

15E22E33E44E66 − 2E14E15E24E33E52E66+

+ 2E14E15E23E43E52E66 + 2E13E15E24E43E52E66 − 2E13E15E23E44E52E66−
− 2E13E15E

2
24E53E66 + 2E14E15E23E24E53E66 − 2E14E15E22E43E53E66+

+ 2E13E15E22E44E53E66 − 2E2
14E23E52E53E66 + 2E13E14E24E52E53E66−

− 2E11E24E43E52E53E66 + 2E11E23E44E52E53E66 − 2E14E15E
2
23E54E66+

+ 2E13E15E23E24E54E66 + 2E14E15E22E33E54E66 − 2E13E15E22E43E54E66+

+ 2E13E14E23E52E54E66 − 2E2
13E24E52E54E66 + 2E11E24E33E52E54E66−

− 2E11E23E43E52E54E66 − 2E13E14E22E53E54E66 − 2E11E23E24E53E54E66+

+ 2E11E22E43E53E54E66 + E2
14E

2
23E55E66 + E2

13E
2
24E55E66−

− E11E22E
2
43E55E66 − 2E13E14E23E24E55E66 − E11E

2
24E33E55E66−

− E2
14E22E33E55E66 + 2E13E14E22E43E55E66 + 2E11E23E24E43E55E66−

− E11E
2
23E44E55E66 − E2

13E22E44E55E66 + E11E22E33E44E55E66 > 0.
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Таблица 2. Количество слагаемых при вычислении главных миноров симметричной
матрицы.

Порядок Общее количество Количество слагаемых
минора слагаемых с учетом подобных

1 1 1
2 2 2
3 6 5
4 24 17
5 120 73
6 720 388

Для анизотропного микрополярного упругого тела [10, 14—16, 26] главный
минор порядка 18 может быть представлен как сумма 18!=6 402 373 705 728 000
слагаемых (т.е. примерно 6,4 квадриллиона слагаемых). После приведения по-
добных останется 1 844 908 072 865 290 или примерно 1,8 квадриллиона слагае-
мых.

Заключение В настоящем исследовании получены условия равновесия
анизотропного упругого тела Гука. Подводя итог исследования, сформулируем
следующие основные выводы:

(1) Рассмотрена модель анизотропного линейного упругого тела Гука, ха-
рактеризующаяся 21 определяющим механическим модулем.

(2) С целью упрощения оперирования с квадратичной формой энергии де-
формации введены формальные переменные Y1,...,Y6 .

(3) Даны развернутые точные формы энергии деформации в парах [A], [Y]
и [E], [Y].

(4) Установлена конгруэнтность определяющих матриц [A] и [E].
(5) С помощью системы символьных вычислений Wolfram Mathematica 14.1

вычислены главные миноры матрицы квадратичной формы. Сложность
вычисления миноров матрицы [A] размерности 6×6, определяемая коли-
чеством слагаемом в итоговом выражении, приведена в Табл. 2. Миноры
5 и 6 после приведения подобных членов представлены как суммы 73 и
388 слагаемых, соответственно. Дальнейшее преобразование невозмож-
но.

(6) С помощью критерия Сильвестра установлены условия положительной
определенности квадратичной энергетической формы.

(7) Найдены ограничения на определяющие механические модули, обеспе-
чивающие положительную определенность квадратичной формы энер-
гии деформации и устойчивость равновесия анизотропного упругого те-
ла Гука.
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