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Аннотация. Предложена программа базовых испытаний и методика идентификации модели
вязкоупругого поведения слабосжимаемого гиперупругого материала, испытывающего ко-
нечные деформации при комнатной температуре. Рассмотрены три модели, использующие
линейный наследственный оператор обобщенного тела Максвелла в сочетании с двухкон-
стантной аппроксимацией сдвиговой части упругого потенциала, в которых различным об-
разом реализовано разложение движения на упругую и вязкоупругую части. Вязкоупругие
константы находятся по данным испытаний на свободное сжатие цилиндрических образцов
по программе деформирования с этапами нагружения с постоянной скоростью и релакса-
ции, осуществляемые на жесткой электромеханической испытательной машине. Модуль объ-
емного сжатия находится из испытания на стесненное сжатие по циклической программе с
этапами нагружения постоянной скоростью, разгрузки и выдержки. Предложен алгоритм
определения констант по данным испытаний, сводящий задачу к решению системы линей-
ных алгебраических уравнений. Предложенная методика применена к определению констант
рассматриваемых моделей для высоконаполненной маслостойкой резины. Реализованы цик-
лические испытания на свободное сжатие цилиндрических образцов с растущими уровнями
деформации 10, 20 и 30% с двумя значениями скорости и выдержками при фиксированной
деформации и в разгруженном состоянии в течение 900 с, а также на стесненное сжатие таких
же образцов до напряжения 127 МПа с выдержками в течение 60 с. Модели, идентифици-
рованные по части одного цикла, удовлетворительно предсказывают изменение напряжения
при выполнении дальнейшей программы, а также при изменении скорости деформации. Для
охвата большего диапазона деформаций предложенная программа реализована для испы-
тания растяжением колец. Установлено не очень хорошее описание обратной релаксации,
однако использование для идентификации моделей комбинированных данных испытаний не
помогает исправить этот дефект, для чего требуется исправлять принципиальные дефекты
рассматриваемых обобщений нелинейно-упругих моделей с помощью линейного вязкоупру-
гого оператора.
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1. Введение. Слабосжимаемые вязкоупругие тела широко распростране-
ны в природе и технике. Биологические ткани человека, полимерные защитно-
упрочняющие покрытия оптического волокна, эластомеры в качестве матери-
ала амортизаторов, герметизирующих элементов, автомобильных шин, связу-
ющего пороховых композиций и многие другие материалы, важные в своих
приложениях, делают востребованным их теоретическое описание и экспери-
ментальные методы для калибровки моделей. Подобные модели и методы в
рамках данной работы будут рассматриваться применительно к высоконапол-
ненным маслостойким резинам, используемым в конструкции погружных неф-
тяных насосов для герметизации, работающим в условиях однократного нагру-
жения и конечных деформаций при сжимающих средних напряжениях и по-
стоянной температуре, однако интересует механическое поведение материала
на длительных интервалах времени, то есть его вязкоупругие свойства. Поэто-
му ограничимся обзором нескольких важных теоретических и методических
работ в этом контексте, не расширяя поле условий воздействий на исследуемый
материал.

Описание различных моделей гиперупругих материалов, в том числе слабо-
сжимаемых, для конечных деформаций можно найти, например, в [1—3] либо
в мануалах любого пакета программ механики деформируемого твердого тела
[4—7]. Простейший способ обобщения таких соотношений на вязкоупругое пове-
дение состоит в “конструировании” обобщенного тела Максвелла путем добав-
ления к равновесной упругой части тензора напряжений диссипативного слага-
емого, которое записывается в виде линейной интегральной свертки функции
деформаций с функцией релаксации, которая обычно берется в виде отрезка ря-
да Прони. Первым идею рассматривать вязкоупругие соотношения для малых
деформаций в таком виде, по-видимому, высказал Ю.Н. Работнов в 1948 году [8,
9]. Для конечных деформаций подобная свертка выглядит вполне естественной
и вытекает из требований корректности модели (независимости напряжений
от наложенного жесткого движения). По-видимому, в рамках конечных дефор-
маций один из вариантов таких соотношений вязкоупругости впервые записал
Я.Ч. Фанг [10]. В зарубежной литературе за соответствующей моделью утвер-
дилось данное самим автором название “квазилинейная вязкоупругость” (QLV),
не представляющееся нам удачным, поскольку вязкоупругий оператор, действу-
ющий на функцию меры деформаций, является как раз линейным. Дальнейшее
развитие модели выполнялось J.S. Simo и G.A. Holzapfel [11—13], и этот вариант
соотношений численно реализован в пакетах ANSYS [5], COMSOL [6], ABAQUS
[7], и (в качестве примера) использовался для описания вязкоупругих свойств
мозга при ударном нагружении в [14]. Подобные уравнения предлагались и в
[15] одним из авторов настоящей работы. L.M. Yang с соавторами [16] предложи-
ли квазилинейные соотношения с зависимостью ядра релаксации от деформи-
рованного состояния. Если в их соотношениях этой зависимостью пренебречь,
модель все равно отличается от предыдущей принятой гипотезой о разложении
движения. В качестве примера данная модель использовалась в работах [17, 18].
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В пакете LS-DYNA [4] реализована еще одна модель в рамках другого разложе-
ния движения, в котором ядро релаксации сворачивается с логарифмической
мерой деформаций. Более сложные, “многоконстантные”, теории, основой кото-
рых выступали более сложные структурные (реологические) схемы, например,
предлагались А.В. Шутовым [19] и А.Л. Свистковым [20], но мы не предпола-
гаем здесь описывать свойства резины за рамками оговоренных выше условий
нагружения.

Вязкоупругие свойства макроскопических образцов при конечных деформа-
циях обычно определяются из испытаний на свободное растяжение образцов в
виде лопатки или кольца, свободного сжатия, двухосного растяжения оболочки
и стесненного сжатия [15]. Нелинейность отклика при конечных деформациях
не позволяет обходиться лишь данными DMA. Еще одним важным вопросом
является конструирование программы испытаний, как для определения при-
годности модели для описания ею данных испытаний, так и для надежного
определения ее констант и валидации. Практически в каждой из цитирован-
ных выше работ этот вопрос так или иначе решался.

Далее в работе приводится формулировка упругого потенциала слабосжима-
емого материала для конечных деформаций, содержащего две константы в его
сдвиговой части и одну – в объёмной. Выводятся соотношения, связывающие ре-
гистрируемые переменные в процессах свободного и стесненного сжатия в рам-
ках соответствующей упругой модели. Приводятся формулировки трех обоб-
щений рассматриваемого упругого закона с помощью линейного вязкоупругого
оператора обобщенной модели Максвелла. Для каждой из моделей выводит-
ся система линейных алгебраических уравнений метода наименьших квадратов
для определения вязкоупругих констант модели и предлагается алгоритм для
определения оставшихся констант. Описывается реализация предложенной про-
граммы испытаний на свободное сжатие цилиндрических образцов маслостой-
кой резины по циклическим программам деформирования с повышающимся
уровнем деформации и выдержками при двух значениях скорости деформа-
ции. Предложено и реализовано альтернативное испытание растяжением колец,
допускающего больший диапазон деформаций. Также описывается реализация
второго базового испытания Ї на стесненное сжатие по программе с циклами на-
гружения и разгрузки с постоянной скоростью деформации и выдержками. По-
добная методика испытания и идентификации модели была реализована недав-
но двумя из соавторов настоящей работы для порошкообразного парафина [21].
Выполняется идентификация по данным испытаний констант всех рассматива-
емых вязкоупругих обобщений моделей гиперупругого слабосжимаемого мате-
риала, реализованных в популярных пакетах прикладных программ.
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2. Соотношения при свободном и стесненном сжатии образца
гиперупругого слабосжимаемого материала. Потенциал нелинейно-
упругого слабосжимаемого материала выбирается в следующем виде

W = Φ+ U,Φ =
µ

2

(︃(︂
I1I

−1/3
3 − 3

)︂
+ b
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I1I
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2
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I
1/2
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)︂2
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где I1 = λ21 + λ22 + λ23, I3 = λ21λ
2
2λ

2
3 – первый и третий инварианты меры

деформации Коши – Грина. Данная форма упругого потенциала использова-
лась в обобщении на вязкоупругое поведение в [15]; также она включена в
семейство полиномиальных упругих потенциалов и используется в обобщени-
ях на вязкоупругое поведение в пакетах программ LS-DYNA (MAT_077_H)
[4], ANSYS [5], COMSOL [6] и ABAQUS [7] (в которых приняты обозначения
c10 = µ/2, c20 = µb/2).

Для записи определяющих уравнений применительно к испытаниям на од-
ноосное растяжение и сжатие далее будут использоваться запись тензоров на-
пряжений в ортонормированном базисе их главных осей, а также кратности
удлинений линейных материальных элементов вдоль этих осей λ1, λ2, λ3. Глав-
ные компоненты упругого тензора напряжений Коши имеют вид [2, 3, 22]
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принимают вид
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Связывая в испытаниях на свободное или стесненное сжатие координату 3 с
осью сжатия, примем обозначения

λ1 = λ2 ≡ λT , λ3 ≡ λ, σe
1 = σe

2 ≡ σe
T , σes

1 = σes
2 ≡ σes

T ,

σe
3 ≡ σe, σes

3 ≡ σes.
(5)

В испытании на свободное сжатие

σe
T = 0; (6)
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при стесненном сжатии
λT = 1. (7)

При свободном сжатии из (3), (4) следует

σe = µ(λ2 − λ2T )I
−5/6
3

(︂
1 + 2b(I1I

−1/3
3 − 3)

)︂
. (8)

Для слабосжимаемого материала

I3 = λ2λ4T ≈ 1 (9)

и поэтому
σe = µ

(︁
1 + 2b(λ2 + 2λ−1 − 3)

)︁
(λ2 − λ−1). (10)

Для рассматриваемых испытаний в (3), (4) можно перейти к главным значе-
ниям тензора номинальных напряжений

ne
i = λ−1

i σe
i , Σi, (11)

и далее – к следующему выражению для осевой главной компоненты этого тен-
зора

ne = µ
(︁
1 + 2b(λ2 + 2λ−1 − 3)

)︁
(λ− λ−2). (12)

Эта компонента записывается испытательной машиной в протокол. Для обоб-
щения гиперупругих соотношений на вязкоупругость обычно используется вто-
рой тензор Пиолы – Кирхгоффа, который определен в базисе отсчетной кон-
фигурации и для которого существует одна объективная скорость, задаваемая
оператором материальной производной. Главные компоненты этого тензора для
рассматриваемых испытаний выражаются как

sei = σe
i /λ

2
i , Σi, (13)

и из (3), (4) для осевой главной компоненты следует

se = µ
(︁
1 + 2b(λ2 + 2λ−1 − 3)

)︁
(1− λ−3). (14)

В терминах перемещения траверсы ∆l ≥ 0 при сжатии образца кратность
удлинения выражается в виде λ = 1 − ∆l/l0 = 1 − ε (l0 Ї начальная высота
цилиндра-образца, а −ε < 0 Ї линейная деформация сжатия). В выражениях
(10), (12), (14) можно учесть более точное выражение, чем (9),

λ2T ≈ λ−1 − µ/K , (15)

вытекающее из (4)-(6) при условии µ/K ≪ 1, характерном для слабосжима-
емых материалов. В испытании резин на свободное сжатие µ/K ≈ 0.001, и в
сравнении с 1/λ ≈ 1 + ε при ε < 0.3 использование более точного выражения
(13) при обработке эксперимента изменяет третью значащую цифру в выраже-
нии λ2 − λ2T в (8) и поэтому нецелесообразно.

При стесненном сжатии из (7) I3 = λ2, I1 = 2 + λ2, I
−5/6
3 = λ−5/3, поэтому

(3) примет вид

σ = n =
2µ

3
λ−5/3(λ2 − 1)

(︁
1 + 2b

(︁
(2 + λ2)λ−2/3 − 3

)︁)︁
+K(λ− 1). (16)
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В испытаниях на стесненное сжатие слабосжимаемых материалов линейная
деформация ε обычно не превышает 0.05, а модуль объемного сжатия на три
порядка превосходит линейный сдвиговой модуль, поэтому с точностью до тре-
тьей значащей цифры выражение (16) можно приближенно заменить на

σ = n = K(λ− 1). (17)

3. Обобщения нелинейно-упругой модели с помощью линейного
вязкоупругого оператора. Для обобщения гиперупругого поведения слабо-
сжимаемого материала с учетом вязкоупругости сдвиговой составляющей на-
пряжений вводится линейный оператор

R(f(t)) =

t∫︂
0

R(t− τ)df(τ), (18)

где R(t) – функция релаксации, представляемая в виде

R(t) =
n∑︂

i=1

ri exp(−t/τi) (19)

где τi, i = 1, ..., n Ї времена релаксации, а ri, i = 1, ..., n Ї положительные
константы.

Поведение объемной составляющей будет полагаться упругим, и для опреде-
ления его упругого модуля служит испытание на стесненное сжатие и соотно-
шение (1.17). Сдвиговые свойства рассматриваемых ниже вязкоупругих обоб-
щений гиперупругого слабосжимаемого материала определяются из испытаний
на свободное сжатие.

Рассматриваемые обобщения отражают существование равновесного и дис-
сипативного составляющих тензора напряжений. В первом обобщении опера-
тор релаксации (1), (2) действует на упругую сдвиговую часть второго тензора
напряжений Пиолы – Кирхгоффа и записывается для рассматриваемых здесь
процессов с сохранением ориентации главных осей в этих осях следующим об-
разом

si(t) = sei (t) +R(sei (t)) = sei (t) +

t∫︂
0

R(t− τ)dsesi (τ), (20)

что приводит к выражению для осевой компоненты

s(t) = ses(t) +R(ses(t))− λ−3R(sesT (t)). (21)

Деформированию однородного образца свободным сжатием с постоянной ско-
ростью движения траверсы l(t) = l0 − v0t соответствует λ̇ = −ε̇0 = −v0/l0. Для
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(1.12) с b = 0

n(t) = µ(λ− λ−2) + µε̇0

n∑︂
m=1

rm

⎛⎝2λ

t∫︂
0

exp

(︃
−t− τ

τm

)︃
λ−4(τ)dτ+

+λ−2

t∫︂
0

exp

(︃
−t− τ

τm

)︃
λ2(τ)dτ

⎞⎠, λ(t) = 1− ε̇0t.

(22)

Следует заметить, что в (5) ri, i = 1, ..., n — безразмерные константы. Со-
отношения вида (3) рассматривались многими авторами [10—15], и они реали-
зованы в пакетах ANSYS [5], COMSOL [6] и ABAQUS [7]. В пакете ANSYS
используются обозначения c10 = µ/(2α∞), c20 = µb/(2α∞), αi = α∞ri, i =
1, ..., n, α∞ = 1/(1 +

∑︁n
m=1 rm). Можно показать, что значение секущего мо-

дуля n/(λ − λ−2) при одноосном сжатии с конечной скоростью деформации
приблизительно равно µ

(︂
1 +

∑︁n
m=1 rm

1−exp(−t0/τm)
t0/τm

)︂
, зависит лишь от времени

нагружения и лежит в интервале между значениями равновесного µ и мгновен-
ного модулей µ (1 +

∑︁n
m=1 rm) вязкоупругого тела.

Во втором обобщении оператор релаксации (1), (2) действует на тензор де-
формации Коши - Грина и записывается для рассматриваемых здесь процессов
с сохранением ориентации главных осей в этих осях следующим образом

si(t) = sei (t) +R(1
2
λ2i (t)) = sei (t) +

1
2

t∫︁
0

R(t− τ)dλ2i (τ), (23)

что приводит к выражению для осевой компоненты

s(t) = ses(t) + 1
2
R(λ2(t))− 1

2
λ−3R(λ−1(t)). (24)

Деформированию однородного образца свободным сжатием с постоянной ско-
ростью движения траверсы соответствует выражение

n(t) = µ (1 + 2b(λ2 + 2λ−1 − 3)) (λ− λ−2)+

+ε̇0
n∑︁

m=1

rm

(︃
λ

t∫︁
0

exp
(︂
− t−τ

τm

)︂
λ(τ)dτ + 1

2
λ−2

t∫︁
0

exp
(︂
− t−τ

τm

)︂
λ−2(τ)dτ

)︃
, λ(t) = 1− ε̇0t.

(25)
Данная модель является частным случаем квазилинейных вязкоупругих со-

отношений с ri(I1, I2) ≡ ri, i = 1, ..., n, предложенных L.M. Yang с соавторами
[16] и использованных в [17, 18]. В исходной формулировке она предлагалась
для несжимаемого тела.

Во третьем обобщении оператор релаксации (1), (2) действует на логарифми-
ческий тензор деформации и записывается для рассматриваемых здесь процес-
сов с сохранением ориентации главных осей в этих осях следующим образом

σi(t) = σe
i (t) + 2R(lnλ(t)) = σe

i (t) + 2

t∫︂
0

R(t− τ)d lnλ(τ), (26)



92 А. А.АДАМОВ, И.Э. КЕЛЛЕР

что приводит к выражению для осевой компоненты

σ(t) = σes(t) + 3R(lnλ(t)). (27)

Деформированию однородного образца свободным сжатием с постоянной ско-
ростью движения траверсы соответствует выражение

n(t) = µ (1 + 2b(λ2 + 2λ−1 − 3)) (λ− λ−2) + 3ε̇0λ
n∑︁

m=1

rm
t∫︁
0

exp
(︂
− t−τ

τm

)︂
λ−1(τ)dτ ,

λ(t) = 1− ε̇0t.
(28)

Эта модель реализована в пакете LS-DYNA для семейства материалов
MAT_077_H, где используются обозначения c10 = µ/2, c20 = µb/2, Gi = ri, i =
1, ..., n [4]. Следует отметить, что в двух последних моделях ri, i = 1, ..., n Ї
размерные константы. Для обеих значение секущего модуля n/(λ − λ−2) при
одноосном сжатии с конечной скоростью деформации приблизительно равно
µ +

∑︁n
m=1 rm

1−exp(−t0/τm)
t0/τm

, зависит лишь от времени нагружения и лежит в ин-
тервале между значениями равновесного µ и мгновенного модулей µ+

∑︁n
m=1 rm

вязкоупругого тела.

4. Определение констант моделей по данным испытаний. Пусть
известны значения номинального напряжения n(t) в испытании на свободное
сжатие образца по программе ε̇(t) = {ε̇0, t ≤ t0; 0, t > t0} – нагружения с посто-
янной скоростью за время t0 и релаксации в течение времени T . По этим данным
оценивается равновесный модуль µ = −n∞/(λ∞−λ−2

∞ ), где n∞ = n(t0+T ) – зна-
чение номинального напряжения в конце периода релаксации, а λ∞ = 1− ε̇0t0.
Для рассматриваемого процесса спектр времен релаксации также можно вы-
брать из интервала 0 ≤ τi ≤ T, i = 1, ..., n, из которых хотя бы одно должно
быть τ1 < t0. Тогда при известном равновесном модуле константы ri, i = 1, ..., n
и b для любой из рассматриваемых моделей входят в нее линейно, поэтому
минимизация квадратичной невязки экспериментальных и теоретических на-
пряжений в точках 0 ≤ tk ≤ T, k = 1, ..., K приведет к системе линейных
алгебраических уравнений[︃

A a
aT a

]︃{︃
r
b

}︃
=

{︃
w
w

}︃
, (29)

где rT = {r1, r2, ..., rn},

Amp =
K∑︁
k=1

qkmq
k
p , ap =

K∑︁
k=1

qk0q
k
p , a =

K∑︁
k=1

qk0q
k
0 ,

wp =
K∑︁
k=1

∆kq
k
p , w =

K∑︁
k=1

∆kq
k
0 ,

(30)
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а qkm, qk0 и ∆k – выражения, которые в качестве примера для третьей модели
записываются как

∆k =
nk

µ
+
(︁
λk − λ−2

k

)︁
, qk0 = −2

(︁
λk − λ−2

k

)︁ (︁
λ2k + 2λ−1

k − 3
)︁
,

qkm = 3λ−1
k

tk∫︂
0

exp

(︃
−t− τ

τm

)︃
λ−1(τ)ε̇(τ)dτ, k = 1, ..., K,

λ(t) = 1−
∫︂ t

0

ε̇(τ)dτ

(31)

В (31) в контексте данной работы для удобства принят положительный знак
для сжимающих напряжений. Предлагаемая методика предполагает предва-
рительный выбор спектра времен релаксации опытным путем. Необходимость
изменения этого спектра возникает, если решение ri, i = 1, ..., n существенно
(более чем на порядок) различаются между собой. В том случае, если спектр
времен релаксации выбран неудачно либо если модель принципиально не может
описать свойства материала, в этом решении могут оказаться отрицательные
элементы, чего нельзя допускать.

Реализация метода наименьших квадратов для обработки испытания на сво-
бодное сжатие в рамках аппроксимации (3.17) элементарна и в подробностях не
рассматривается.

5. Экспериментальная часть. Испытания на свободное сжатие проведе-
ны на составных цилиндрических образцах высоконаполненной маслостойкой
резины диаметром 20.08 мм и высотой 24.81-25.53 мм на универсальной машине
Zwick Z100 с использованием специального приспособления с шаровым шарни-
ром и ограничителями деформации до величины 0.3 (рис. 1). Для устранения
трения по торцам образцов использовались 2 слоя пленки ПТФЭ 50 мкм со
смазкой ЦИАТИМ-201Ф. Одна из программ включала ступень деформирова-
ния со скоростью деформации ε̇0 =0.03 c−1 до максимальной линейной осевой
деформации ε0 =0.3 с релаксацией напряжений при этой деформации в течении
900 с, полной разгрузкой и выдержкой при нулевой нагрузке в течение 900 с.
Вторая программа включала три последовательных цикла деформирования со
скоростью ε̇0 = 0.01 c−1 до уровней ε0 =0.1, 0.2, 0.3 и выдержками в течении
900 с при амплитудных значениях деформации и при разгрузках. На рис. 2
приведены программы изменения скорости деформации и деформации в этих
программах, а на рис. 3 – результаты экспериментов в виде диаграмм на плос-
кости напряжение-деформация (обе переменные приняты с противоположным
знаком) и напряжение-время.

Испытания на стесненное сжатие выполнялись на составных цилиндрических
образцах диаметром 20.06 мм и высотой 17.84-18.54 мм, аналогичных испы-
танным на свободное сжатие. Использовано оригинальное приспособление для
универсальной испытательной машины Zwick Z100 (рис. 4) — толстостенный
полый цилиндр и плотно пригнанный входящий в него шток, установленное на
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сферический центрирующий шарнир. Это приспособление позволяет получать
надежные данные до величин осевых сжимающих напряжений 150 МПа. Про-
грамма состояла из трех повторяющихся циклов, состоящих из этапа нагруже-
ния до 127 МПа со скоростью деформации 0.001 с−1, последующей выдержки в
течение 60 с и разгрузки с той же скоростью. Результаты испытания двух образ-
цов приведены на рис. 5 в виде диаграмм зависимости напряжения от линейной
деформации. Диаграммы показывают ничтожную релаксацию, что позволяет
считать объёмное изменение упругим. О малости неупругих релаксационных
процессов говорит узость (малая площадь) петель гистерезиса.

Рис. 1. Фото образца в испытании на свободное сжатие при линейной осевой дефор-
мации 0, 0.1, 0.2 и 0.3.

а) б)

Рис. 2. Программы деформирования в испытании свободным сжатием образцов рези-
ны

6. Обработка данных испытаний. Из данных испытаний на свобод-
ное сжатие (рис. 3) представляют интерес напряжения в конце каждого этапа
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Рис. 3. Диаграммы зависимости номинального напряжения от линейной деформации
при испытании на свободное сжатие по программам на рис. 2.

Рис. 4. Приспособление для испытаний на стесненное сжатие цилиндрических образ-
цов.

прямой и обратной релаксации. Эти данные сведены в табл. 1. Значения напря-
жения в конце этапа релаксации при деформации 30% (кратность удлинения
0.7) различаются на 1%, хотя имеют разную историю деформирования (рис. 2).
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Рис. 5. Данные испытаний на стесненное сжатие и их аппроксимация линейным зако-
ном (18) с модулем B = 3540 МПа

Равновесный модуль сдвига, оцененный по этим напряжениям при уровнях де-
формации 10%, 20% и 30% не различаются более чем на 10%. Оценки равновес-
ного модуля по напряжениям и деформациям в процессе обратной релаксации
дают существенно более низкие значения.

Параметр Релаксация Обратная релаксация
λ∞ 0.90 0.80 0.70 0.703 0.96 0.94 0.92
n∞ 0.93 2.01 3.78 3.83 0.31 0.41 0.54

µ = −n∞/(λ∞ − λ−2
∞ ) 2.79 2.64 2.82 2.90 2.30 2.04 2.10

Таблица 1. Оценки равновесного модуля

Для определения констант b, ri, i = 1, ..., n моделей был взят спектр времен
релаксации τi ={4, 20, 100, 500}, оценка µ = 2.9 МПа и экспериментальные дан-
ные этапов нагружения и релаксации первой программы. Система (3.1), (3.2)
решалась для каждой из моделей; интегралы считались численно. В результате
константа b не оказалась значимой для описания данных эксперимента. Значе-
ния констант вязкоупругости, определенные для моделей с b = 0 (вязкоупругих
обобщений “неогука”) сведены в табл. 2.

На рис. 6 приведены расчеты этапов нагружения и релаксации, а на рис. 7
Ї полных программ испытаний. Расчеты согласно всем трем моделям практи-
чески совпадают, что объясняется линейностью вязкоупругого оператора (1),
действующего на нелинейные меры деформации. Модели, идентифицирован-
ные по минимальному отрезку одной программы, в целом удовлетворительно
воспроизводят эволюцию напряжения во времени для обеих, причем во вто-
рой программе участки нагружений и разгрузок выполнялись с втрое меньшей
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Модель Константы

Simo a1 = 0.434 a2 = 0.038 a3 = 0.076 a4 = 0.032
c10 = 2.98

МПа

Yang r1 = 4.66
МПа

r2 = 0.90
МПа

r3 = 1.06
МПа

r4 = 0.50
МПа

µ = 2.90
МПа

Log G1 = 1.99
МПа

G2 = 0.31
МПа

G3 = 0.45
МПа

G4 = 0.20
МПа

c10 = 1.45
МПа

Таблица 2. Константы вязкоупругости маслостойкой резины

скоростью деформаций (рис. 2). Использование для идентификации моделей
комбинированных данных испытаний не помогает лучше описать весь комплекс
испытаний, для чего требуется исправлять принципиальные дефекты моделей.
Расчеты испытаний также выполнены в пакетах ANSYS (первая модель, обо-
значенная как “Simo” в табл. 2), и LS-DYNA (третья модель, обозначенная как
“Log” в табл. 2). Эти расчеты воспроизводят данные непосредственного интегри-
рования уравнений, что говорит о корректности реализации соответствующих
моделей в этих пакетах.

а) б)

Рис. 6. Данные испытаний на свободное сжатие (нагружения с двумя различными
скоростями и релаксация) и их аппроксимация рассматриваемыми моделями

По данным испытаний на стесненное сжатие было определено значение мо-
дуля объемного сжатия B = 3540 МПа, наилучшим образом описывающего
данные испытаний в рамках (17) (расчет показан на рис. 4 красной линией).
В том случае, когда в пакете программ задается не постоянный модуль объ-
емного сжатия, а постоянный коэффициент Пуассона, последний может быть
определен по формуле νε̇ = (3B−Eε̇)/6B, где значение условного модуля Юнга
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а) б)

Рис. 7. Данные испытаний на свободное сжатие по двум программам с нагружениями,
разгрузками и выдержками и их аппроксимация рассматриваемыми моделями.

может быть оценено по секущему модулю кривой нагружения вязкоупругого
материала с конечной скоростью. Для скоростей деформаций от 0 до 0.03 с−1

можно оценить 8.7 МПа < Eε̇ < 13.8 МПа, и 0.4994 < νε̇ < 0.4996.

7. Испытания на растяжение. Предел деформаций в испытании на
свободное сжатие ограничен условием однородности образца, которое лимити-
руется трением. Для определения свойств эластомеров до значительно более
высоких степеней деформации можно рассматривать испытания на растяжение
образцов в виде лопатки либо кольца согласно ГОСТ 270-75. Для рассматрива-
емого выше материала делать это не было необходимости, но такие испытания
были реализованы для резиновых колец, используемых в качестве уплотнений и
направляющих подвижных элементов погружного насоса. Исследуемые кольца
имели торообразную форму с внешним диаметром 63 мм и диаметром сече-
ния 3 мм. Кольца располагались между стальными пальцами диаметром 7,82
мм, натягивались небольшой нагрузкой до выпрямления, затем на параллель-
ные сегменты (рабочую часть образца) длиной 48,4 мм наносились метки, и
далее относительно этого напряженно-деформированного состояния произво-
дилось нагружение со скоростью перемещения траверсы 3 мм/с (что соответ-
ствует скорости деформации 0,03 с−1) в течение 10 с до линейной деформации
ε0 = 0,3. На рис. 8 приведены две последовательные конфигурации кольца при
его испытании на растяжение между пальцами. Далее при этой деформации в
течение 900 с происходила релаксация напряжений, разгрузка и возврат при
нулевой нагрузке, как и в испытании на свободное сжатие.
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На рис. 9 приведены экспериментальные кривые нагружения и релаксации
при испытании растяжением колец и их аппроксимации рассматриваемыми мо-
делями с соответствующими константами (табл. 2). В записанных выше со-
отношениях модели для одноосного сжатия использовалось соотношение для
кратности удлинения

λ(t) = 1 + ε̇0t (32)
и приняты положительные знаки для номинального напряжения и линейной
деформации. Здесь также потребовался лишь одноконстантный вариант сдви-
говой части упругого закона, и так же не очень хорошо прогнозируется процесс
обратной релаксации. В табл. 3 приведены сдвиговые вязкоупругие константы
рассматриваемых моделей (спектр времен релаксации взят тот же). Данное ис-
пытание предполагается дополняющим испытания на свободное и стесненное
сжатие.

Модель Константы

Simo a1 = 0.535 a2 = 0.010 a3 = 0.112 a4 = 0.038
c10 = 1.52

МПа

Yang r1 = 1.99
МПа

r2 = 0.07
МПа

r3 = 0.43
МПа

r4 = 0.17
МПа

µ = 0.93
МПа

Log G1 = 1.67
МПа

G2 = 0.11
МПа

G3 = 0.38
МПа

G4 = 0.14
МПа

c10 = 0.47
МПа

Таблица 3. Константы вязкоупругости материала колец

Рис. 8. Две последовательные конфигурации кольца при его испытании на растяжение
между пальцами

8. Заключение. Предложена программа базовых испытаний и методи-
ка идентификации подходящих моделей для описания вязкоупругих свойств
слабосжимаемых материалов при конечных деформациях, которая реализо-
вана для высоконаполненных маслостойких резин, применяемых в качестве
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а) б)

Рис. 9. Данные испытаний на растяжение колец по программе с нагружением, раз-
грузкой и выдержками и их аппроксимация рассматриваемыми моделями.

элементов уплотнения погружных нефтяных насосов. Реализация испытаний
осуществляется с помощью универсальной электромеханической испытатель-
ной машины с жестким приводом, снабженной экстензометром и требует ми-
нимальной оснастки. Методика определения констант моделей элементарна и
прозрачна, если свойства материала в принципе описываются рассматриваемы-
ми простейшими линейными наследственными обобщениями гиперупругих со-
отношений. С использованием методики по части данных испытаний определе-
ны константы трех моделей, в целом удовлетворительно описывающие полные
программы испытаний. Данные модели реализованы во всех популярных паке-
тах программ механики деформируемого твердого тела. Для более корректного
описания обратной ползучести необходимо рассматривать квазилинейные мо-
дели вязкоупругости [16, 19, 20], которые для поставленной задачи выглядят
избыточными.
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