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Аннотация. Рассматривается деформирование несжимаемой упругопластической пласти-
ны в условиях цилиндрического изгиба. Для математического моделирования используется
модель больших упругопластических деформаций. В условиях плоской деформации при воз-
растающем изгибающем моменте исследуется сначала чисто упругое деформирование, затем
деформирование при наличии областей пластического течения. Считается, что в процессе
деформирования каждая линия в поперечном сечении пластины переходит в соответствую-
щую дугу окружности. Для описания исходного недеформированного и текущего деформи-
рованного состояний пластины используются декартовая прямоугольная и цилиндрическая
системы координат соответственно. Найдены условия начала пластического течения и зако-
номерности его развития. Получены распределения напряжений и деформаций в пластине.
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Введение. Изгиб упругопластической пластины представляет теоретиче-
ский и практический интерес, поэтому рассматривался неоднократно, например
[1—10]. Классические решения основаны на теории Кирхгофа-Лява и описыва-
ют поведение пластин при малых перемещениях и деформациях. Однако совре-
менные технологии требуют расчета, учитывающего большие деформации, как
обратимые, так и необратимые. Решения для чисто упругого конечного изгиба
в условиях плоского деформированного состояния представлены в [4, 7]. Жест-
копластический изгиб рассматривался в [6]. В работе [3] получены решения для
изгиба упругопластических пластин в рамках эйлеровой модели конечных де-
формаций, основанной на логарифмической скорости. В [1] представлен обзор
решений для жесткопластических и упругопластических материалов, а также
экспериментальных работ. В настоящей работе цилиндрический изгиб исследу-
ется в рамках модели больших упругопластических деформаций, предложенной
в [11].

1. Модельные соотношения. Для описания процесса деформирования
будем использовать модель больших деформаций [11]. В эйлеровой системе ко-
ординат обратимые и необратимые деформации определяются дифференциаль-
ными уравнениями переноса:

dij = eij + pij −
1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpksesj,

Deij
Dt

= εij − γij −
1

2
((εik − γik + zik)ekj + eik(γkj − εkj − zkj)) ,

Dpij
Dt

= γij − pikγkj − γikpkj,
Dnij

Dt
=
dnij

dt
− riknkj + nikrkj, (1)

εij =
1

2
(vi,j + vj,i) , rij = wij + zij (eij, εij) , wij =

1

2
(vi,j − vj,i) ,

где ui и vi – компоненты векторов перемещений и скоростей точек среды, dij,
eij, pij – компоненты тензоров полных, обратимых и пластических деформаций
соответственно, rij – тензор вращений, εij и γij – компоненты скоростей полных
и пластических деформаций.

Считаем, что напряжения в среде полностью определяются обратимыми де-
формациями, и связаны зависимостями:
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σij = −pδij +
∂W

∂dik
(δkj − 2dkj) при pij ≡ 0,

σij = −p1δij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) при pij ̸= 0,

W = (a− µ)J1 + aJ2 + bJ2
1 − κJ1J2 − χJ3

1 + ..., (2)

Jk =

{︄
Lk, при pij ≡ 0

Ik, при pij ̸= 0
, L1 = dkk, L2 = dikdki,

I1 = ekk −
1

2
eskeks, I2 = estets − eskektets +

1

4
eskektetnens,

Здесь σij – компоненты тензора напряжений Эйлера-Коши, p1 – добавочное
гидростатическое давление, W = W (eij) – упругий потенциал (плотность рас-
пределения свободной энергии) , µ – модуль сдвига исследуемого материала, a,
b, κ, χ – упругие модули более высокого порядка.

Связь скоростей пластических деформаций εpij с напряжениями в условиях
принимаемого принципа максимума Мизеса устанавливается ассоциированным
законом пластического течения

εpij = λ
∂f

∂σij
, f(σij, ε

p
ij) = k, λ > 0. (3)

В качестве условия пластичности будем использовать условие Треска

max |σi − σj| = 2k, (4)

где σi, εpk – главные значения тензоров напряжений и скоростей пластических
деформаций, k – предел текучести.

2. Постановка задачи, основные кинематические соотношения.
Пусть в недеформированном состоянии прямоугольная пластина толщиной h и
длиной 2l занимает область −h/2 ≤ x1 ≤ h/2, −l ≤ x2 ≤ l, −b ≤ x3 ≤ b (рис.
1). Считаем, что под действием приложенного изгибающего момента M =M(t)
пластина деформируется так, что плоскости x1 = const, переходят в сектора
цилиндрических поверхностей r = const, а плоскости x2 = const в плоскости
θ = const. Внутренняя и внешняя поверхности предполагаются свободными от
напряжений σrr(r1) = σrr(r2) = 0

Начальные (x1, x2, x3) и текущие (y1, y2, y3) координаты точки среды связаны
формулами:

y1 = r(x1) cos θ(x2)−R∗, y2 = r(x1) sin θ(x2), y3 = x3. (5)

Используя условие несжимаемости найдем

r =
√︁
R2 + 2x1r∗, θ =

x2
r∗
, r′ =

∂r

∂x1
=
r∗
r
, θ′ =

∂θ

∂x2
=

1

r∗
(6)
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Рис. 1. Недеформированное и деформированное состояние прямоугольной пластины
при изгибе.

Если e1, e2, e3 — базисные вектора исходной декартовой системы координат,
а er, eφ, ez – базисные вектора текущей цилиндрической системы координат, то-
гда для тензора градиента деформаций F и тензора деформаций Альманси d
получим соотношения

F = r′er⊗e1+rθ′eφ⊗e2, d =
1

2

(︄
1−

(︃
r

r∗

)︃2
)︄
er⊗er+

1

2

(︃
1−

(︂r∗
r

)︂2)︃
eφ⊗eφ. (7)

Тензор градиента скоростей L, тензор скоростей деформаций ε и тензор вра-
щения ω определяются следующими равенствами

L =
ṙ′

r′
er ⊗ er − θ̇′er ⊗ eφ + θ̇′eφ ⊗ er −

ṙ′

r′
eφ ⊗ eφ,

ε =
ṙ′

r′
er ⊗ er −

ṙ′

r′
eφ ⊗ eφ, ω = θ̇′er ⊗ eφ + θ̇′eφ ⊗ er. (8)

Здесь и далее (·) — производная по времени.

3. Упругое деформирование. Считаем, что, до достижения изгибаю-
щим моментом M значения M0 вся пластина деформируется обратимо. Отлич-
ные от нуля компоненты тензора напряжения имеют вид

σrr = −p+ a− µ− (k + 3χ)(drr + dφφ)− (k + 3χ)(d2rr + d2φφ)+

+2µdrr − 2(k + 2b+ 2a)d2rr,

σφφ = −p+ a− µ− (k + 3χ)(drr + dφφ)− (k + 3χ)(d2rr + d2φφ)+

+2µdφφ − 2(k + 2b+ 2a)d2φφ, (9)

σzz = −p+ a− µ+ (2b− 3χ)(drr + dφφ)− (k + 3χ)(d2rr + d2φφ),

σrr − σφφ = 2µ(drr − dφφ)− 2(k + 2b+ 2a)(d2rr − d2φφ).
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Интегрируя уравнения равновесия
∂σrr
∂r

=
σφφ − σrr

r
,

∂σzz
∂z

= 0 (10)

и считая, что внутренняя и внешняя поверхности свободны от напряжений
(σrr(r1) = σrr(r2) = 0), найдем компоненты напряжений и изгибающий момент

σrr =
µ

2

(︃
r2 − r21
r2∗

+ r2∗

(︃
1

r2
− 1

r21

)︃)︃
− k + 2b+ 2a

2

(︄
r2 − r21
r2∗

+ r2∗

(︃
1

r2
− 1

r21

)︃
−

−r
4 − r41
4r4∗

− r4∗
4

(︃
1

r4
− 1

r21

)︃)︄
,

σφφ = σrr + µ

(︃
r2

r2∗
− r2∗
r2

)︃
− k + 2b+ 2a

2

(︃
2
r2

r2∗
− 2

r2∗
r2
− r4

r4∗
+
r4∗
r4

)︃
, (11)

M =

r2∫︂
r1

rσφφdr =
µ

2

(︃
r42 − r41
4r2∗

+ r2∗ ln
r2
r1

)︃
− k + 2b+ 2a

4

(︄
r42 − r41
2r2∗

− 2r2∗ ln
r2
r1
−

−r
4
∗
2

(︃
1

r22
− 1

r21

)︃
− r62 − r61

6r4∗

)︄
, r2∗ = r2r1.

Задавая изгибающий момент и используя соотношение r2∗ = r2r1, получим
уравнение для определения положения нейтральной линии r∗

k + 2b+ 2a

4µ

(︃
1

2

(︁
1− r̃4∗

)︁
+ 2r̃2∗ ln

(︁
r̃2∗
)︁
+

1

6

(︃
r̃8∗ −

1

r̃4∗

)︃
− 1

2

(︃
r̃6∗ −

1

r̃2∗

)︃)︃
+

+
1

2

(︃
1

4

(︃
r̃6∗ −

1

r̃2∗

)︃
− r̃2∗ ln

(︁
r̃2∗
)︁)︃

=
M(t)

r21µ
, r̃∗ =

r∗
r1
.

Далее находятся внутренняя r1 и внешняя r2 цилиндрические поверхности.
Деформации и напряжения находятся из соотношений (7) и (9) соответственно.

Условие пластичности в рассматриваемом случае записывается в виде

|σrr − σφφ| = 2k.

Согласно выведенным соотношениям, напряженное состояние достигнет преде-
ла текучести одновременно на внутренней r = r1 и внешней r = r2 цилиндри-
ческой поверхности.

4. Пластическое течение. После того как изгибающий момент M до-
стигнет значения M0, в пластине будут упругая область rp1 ≤ r ≤ rp2 и две
пластические области rp2 ≤ r ≤ r2 и r1 ≤ r ≤ rp1, развивающиеся от внеш-
ней и внутренней границы соответственно. Интегрируя уравнения равновесия
и используя граничные условия σrr(r1) = σrr(r2) = 0, в областях пластического
течения найдем
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Рис. 2. Упругая и пластические области.

r1 ≤ r ≤ rp1 : σφφ − σrr = −2k, σrr = 2k ln
r1
r
, σφφ = 2k

(︂
ln
r1
r
− 1
)︂
; (12)

rp2 ≤ r ≤ r2 : σφφ − σrr = 2k, σrr = 2k ln
r

r2
, σφφ = 2k

(︃
ln
r

r2
+ 1

)︃
.

Используя условие непрерывности напряжений на упругопластической гра-
нице r = rp1 в области обратимого деформирования rp1 ≤ r ≤ rp2 имеем:

σrr = −
k + 2b+ 2a

2

(︄
r2 − rp1

2

r2∗
+ r2∗

(︃
1

r2
− 1

rp1
2

)︃
− r4 − rp1

4

4r4∗
− r4∗

4

(︃
1

r4
− 1

rp1
4

)︃)︄
+

+
µ

2

(︄
r2 − rp1

2

r2∗
+ r2∗

(︃
1

r2
− 1

rp1
2

)︃)︄
+ 2k ln

r1
rp1
, (13)

σφφ = σrr + µ

(︃
r2

r2∗
− r2∗
r2

)︃
− k + 2b+ 2a

2

(︃
2
r2

r2∗
− 2

r2∗
r2
− r4

r4∗
+
r4∗
r4

)︃
.

Изгибающий момент теперь можно вычислить по формуле

M =

r2∫︂
r1

rσφφdr =

rp1∫︂
r1

rσφφdr +

rp2∫︂
rp1

rσφφdr +

r2∫︂
rp2

rσφφdr =

=
µ

2

(︄
rp2

4 − rp1
4

4r2∗
+ r2∗ ln

rp2
rp1

)︄
− k + 2b+ 2a

4

(︄
rp2

4 − rp1
4

2r2∗
− 2r2∗ ln

rp2
rp1
− (14)

−r
4
∗
2

(︃
1

rp2
2 −

1

rp1
2

)︃
− rp2

6 − rp1
6

6r4∗

)︄
+ k

(︄
r22 − r

p
2
2 + r21 − r

p
1
2

2
− rp2

2 ln
rp2
r2
− rp1

2 ln
rp1
r1

)︄
.

Используя соотношения (14) и (13) и условие непрерывности напряжений
на упругопластических границах, получим систему алгебраических уравнений
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для определения положения нейтральной линии r∗, внутренней r1, внешней r2
поверхностей и упругопластических границ rp1 и rp2

M(t) =
µ

2

(︄
rp2

4 − rp1
4

4r2∗
+ r2∗ ln

rp2
rp1

)︄
− k + 2b+ 2a

4

(︄
rp2

4 − rp1
4

2r2∗
− 2r2∗ ln

rp2
rp1
−

−r
4
∗
2

(︃
1

rp2
2 −

1

rp1
2

)︃
− rp2

6 − rp1
6

6r4∗

)︄
+ k

(︄
r22 − r

p
2
2 + r21 − r

p
1
2

2
− rp2

2 ln
rp2
r2
− rp1

2 ln
rp1
r1

)︄
,

µ

(︄
rp1

2

r2∗
− r2∗
rp1

2

)︄
− k + 2b+ 2a

2

(︄
2
rp1

2

r2∗
− 2

r2∗
rp1

2 −
rp1

4

r4∗
+

r4∗
rp1

4

)︄
= −2k,

µ

(︄
rp2

2

r2∗
− r2∗
rp2

2

)︄
− k + 2b+ 2a

2

(︄
2
rp2

2

r2∗
− 2

r2∗
rp2

2 −
rp2

4

r4∗
+

r4∗
rp2

4

)︄
= 2k

−k + 2b+ 2a

2

(︄
rp2

2 − rp1
2

r2∗
+ r2∗

(︃
1

rp2
2 −

1

rp1
2

)︃
− rp2

4 − rp1
4

4r4∗
− r4∗

4

(︃
1

rp2
4 −

1

rp1
4

)︃)︄
+

+
µ

2

(︄
rp2

2 − rp1
2

r2∗
+ r2∗

(︃
1

rp2
2 −

1

rp1
2

)︃)︄
= 2k ln

r2r
p
1

r1r
p
2

, r22 − r21 = 2hr∗.

Далее находим компоненты тензора напряжений и тензора деформаций Аль-
манси. В упругой области rp1 ≤ r ≤ rp2 для компонент обратимых деформаций
справедливы формулы

err = 1−
√︁

1− 2drr = 1− r

r∗
, eφφ = 1−

√︁
1− 2dφφ = 1− r∗

r
. (15)

На рис.3 показано изменение упругопластических границ и нейтральной ли-
нии.

Рис. 3. Изменение упругопластических границ и нейтральной линии.

В областях пластического течения обратимые деформации не изменяются и
равны в каждой точке значению в тот момент времени, когда до нее дошла упру-
гопластическая граница. Компоненты пластических деформаций через полные
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и обратимые деформации находятся по формулам

prr =
1

2
− 1− 2drr

2(err − 1)2
, pφφ =

1

2
− 1− 2dφφ

2(eφφ − 1)2
. (16)

5. Заключение. В рамках модели больших упругопластических дефор-
маций получено решение о цилиндрическом изгибе прямоугольной пластины.
Найдены условия зарождения и продвижения упругопластических границ. Рас-
считаны поля напряжений и полных, обратимых и необратимых деформаций.
Представленное решение может в дальнейшем использоваться для задачи раз-
грузки пластины при постепенном уменьшении изгибающего момента.
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