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Аннотация. Гемитропные тела представляют собой класс микрополярных сред, характери-
зующийся инвариантностью определяющих тензоров относительно произвольных поворотов
и изменением при зеркальных отражениях пространства. Приведение квадратичной формы
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тивных вычислительных моделей в механике деформируемого твердого тела. Исследование
выполнено в рамках линейной теории микрополярной упругости. Используется аппарат ли-
нейной алгебры и теории квадратичных форм. Приведение квадратичной формы энергии де-
формации к каноническому виду осуществляется методом Якоби, основанным на вычислении
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цедуру приведения квадратичной формы с проверкой физической корректности материала
по критерию Сильвестра.
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1. Введение. Теория микрополярной упругости описывает материалы с
внутренней структурой, в которых каждая материальная точка обладает не
только тремя трансляционные перемещениями, но и тремя спинорными пере-
мещениями (микроповоротами). Среди микрополярных сред особый класс со-
ставляют гемитропные тела, характеризующиеся тем, что компоненты его опре-
деляющих тензоров инвариантны при любых поворотах, но изменяются при
зеркальных отражения пространства. Построение математической модели ме-
ханического поведения микрополярных упругих тел традиционно опирается на
задание энергии деформации, которая полностью определяет упругие свойства
материала в рамках линейной постановки [1—5].

Среди существующих методов приведения квадратичных форм к канони-
ческому виду (метод Лагранжа, метод ортогональных преобразований, метод
Якоби) особое место занимает метод Якоби, основанный на вычислении угло-
вых миноров матрицы квадратичной формы. Этот метод обладает рядом до-
стоинств: 1) коэффициенты di (i = 1, ..., 18) канонического вида вычисляются
с помощью явных формул; 2) преобразование к новым переменным имеет верх-
нетреугольной вид: каждая новая переменная равна сумме соответствующей
исходной переменной и линейной комбинации последующих исходных перемен-
ных.

Физическая реализуемость гемитропного тела требует положительной опре-
деленности энергии деформации. Для симметричной матрицы квадратичной
формы это условие эквивалентно критерию Сильвестра, согласно которому все
угловые миноры должны быть положительными. Метод Якоби естественным
образом, оперирующий угловыми минорами, что позволяет объединить проце-
дуру приведения квадратичной формы с проверкой физической корректности
материала.

Скажем несколько слов о содержании работы. После вводного разде-
ла рассматриваются энергия деформации для гемитропных тел. В рамках
A-представления энергии деформации вводится вспомогательный 18-мерный
вектор формальных переменных, который посредством линейного невырожден-
ного преобразования переведен в новый канонический вектор.

В третьем разделе работы излагается метод Якоби диагонализации квадра-
тичной формы. Приводятся явные выражения коэффициентов канонического
вида через угловые миноры, описывается алгоритм построения преобразования
Якоби невырожденной верхнетреугольной замены переменных, а также рас-
сматриваются вычислительные особенности метода применительно к форме от
18 переменных.

В четвертом разделе формулируется система определяющих неравенств для
гемитропных тел. Выводятся условия положительной определенности через уг-
ловые миноры, которые конкретизируются в виде неравенств на механические
модули.

В заключительной части статьи представлены обсуждение результатов и вы-
воды.
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2. Энергия деформации гемитропного тела. Гемитропное (гиротроп-
ное) микрополярное тело характеризуется тем, что компоненты его определя-
ющих тензоров инвариантны при любых поворотах, но изменяются при зер-
кальных отражениях пространства. В рамках микрополярной теории основны-
ми кинематическими величинами являются трансляционные uj и спинорные ϕk

перемещения.
В терминах трансляционных и спинорных перемещений асимметричный тен-

зор деформаций и асимметричный тензор изгиба-кручения записываются сле-
дующим образом:

ϵij = ∂iuj − eijkϕ k, κis = ∂iϕs,

где eijk — альтернируемый тензор (символ Леви-Чивиты), ∂j — частная произ-
водная по пространственной координате xj.

Через асимметричный тензор деформаций и асимметричный тензор изгиба-
кручения выражения для вектора относительного микровращения и вектора со-
путствующего антисимметричной части тензора изгиба-кручения можно пред-
ставить в виде

φk = ϕk −
1

2
ekij ∂iuj, κi =

1

2
eijsκ[js].

В принятых обозначениях квадратные скобки обозначают операцию кососим-
метризации (альтернирования) по индексам, заключенным в них, а круглые
скобки означают симметризацию по индексам, находящимся внутри них.

Введем энергию деформации U [5, 6]:

U = U(ϵ(ij), κ(ij), φi, κi), (1)

где

ε(ij) =
1

2
(∂iuj + ∂jui), κ(ij) =

1

2
(∂iκj + ∂jκi).

A-представление энергии деформации (1) в декартовой системе координат
примет вид [5]

U = A
1
δisδlmε(is)ε(lm) + A

2
δisδlmκ(is)κ(lm) + A

3
δisδlmε(il)ε(sm)+

+A
4
δisδlmκ(il)κ(sm) + A

5
δisφiφs + A

6
δisκiκs+

+A
7
δisδlmε(is)κ(lm) + A

8
ε(is)κ(is) + A

9
κiφi,

(2)

где δis — символ Кронекера, Aτ (τ = 1, ... , 9) — определяющие механические
модули микрополярной среды.

Для обеспечения единообразия при использовании алгебраических алгорит-
мов диагонализации выполняется формальная замена независимых переменных
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энергии деформации U в соответствии со следующими правилами:

ε(11) = Y1, κ(11) = Y7, φ1 = Y13,

ε(22) = Y2, κ(22) = Y8, φ2 = Y14,

ε(33) = Y3, κ(33) = Y9, φ3 = Y15,

ε(23) = Y4, κ(23) = Y10, κ1 = Y16,

ε(13) = Y5, κ(13) = Y11, κ2 = Y17,

ε(12) = Y6, κ(12) = Y12, κ3 = Y18,

(3)

где для того чтобы отличить двузначный индекс, состоящий из двух цифр, от
однозначных индексов, идущих подряд, двузначный индекс выделяется подчер-
киванием.

После выполнения замен (3) квадратичная форма энергии деформации (2)
преобразуется к следующему виду:

U = (A
1
+ A

3
)Y 2

1 + 2A
1
Y1Y2 + 2A

1
Y1Y3 + (A

7
+ A

8
)Y1Y7 + A

7
Y1Y8 + A

7
Y1Y9+

+(A
1
+ A

3
)Y 2

2 + 2A
1
Y2Y3 + A

7
Y2Y7 + (A

7
+ A

8
)Y2Y8 + A

7
Y2Y9+

+(A
1
+ A

3
)Y 2

3 + A
7
Y3Y7 + A

7
Y3Y8 + (A

7
+ A

8
)Y3Y9 + 2A

3
Y 2
4 + 2A

8
Y4Y10+

+2A
3
Y 2
5 + 2A

8
Y5Y11 + 2A

3
Y 2
6 + 2A

8
Y6Y12 + (A

2
+ A

4
)Y 2

7 + 2A
2
Y7Y8+

+2A
2
Y7Y9 + (A

2
+ A

4
)Y 2

8 + 2A
2
Y8Y9 + (A

2
+ A

4
)Y 2

9 + 2A
4
Y 2
10 + 2A

4
Y 2
11+

+2A
4
Y 2
12 + A

5
Y 2
13 + A

9
Y13Y16 + A

5
Y 2
14 + A

9
Y14Y17 + A

5
Y 2
15+

+A
9
Y15Y18 + A

6
Y 2
16 + A

6
Y 2
17 + A

6
Y 2
18.

(4)

Таким образом, построена квадратичная форма 18 переменных, которая мо-
жет быть записана в матричной форме:

U = [Y ]T [A] [Y ] ,

где

[Y ] = [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Y8, Y9, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, Y15, Y16, Y17, Y18]
T

— транспонированная вектор-строка, составленная из формальных перемен-
ных, [A] — симметричная матрица квадратичной формы, элементами которой
являются механические модули микрополярной среды.

Симметричную матрицу [A] квадратичной формы можно представить в сле-
дующем блочном виде:

[A] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
[A11] 0 [A13] 0 0 0
0 [A22] 0 [A24] 0 0

[A31] 0 [A33] 0 0 0
0 [A42] 0 [A44] 0 0
0 0 0 0 [A55] [A56]
0 0 0 0 [A65] [A66]

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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где

[A11] =

⎡⎢⎣ A
1
+ A

3
A
1

A
1

A
1

A
1
+ A

3
A
1

A
1

A
1

A
1
+ A

3

⎤⎥⎦ ,

[A13] = [A31] =
1

2

⎡⎢⎣ A
7
+ A

8
A
7

A
7

A
7

A
7
+ A

8
A
7

A
7

A
7

A
7
+ A

8

⎤⎥⎦ ,

[A22] = 2

⎡⎢⎣ A
3

0 0

0 A
3

0

0 0 A
3

⎤⎥⎦ , [A24] =

⎡⎢⎣ A
8

0 0

0 A
8

0

0 0 A
8

⎤⎥⎦ ,

[A44] = 2

⎡⎢⎣ A
4

0 0

0 A
4

0

0 0 A
4

⎤⎥⎦ , [A33] =

⎡⎢⎣ A
2
+ A

4
A
2

A
2

A
2

A
2
+ A

4
A
2

A
2

A
2

A
2
+ A

4

⎤⎥⎦ ,

[A56] = [A65] =
1

2

⎡⎢⎣ A
9

0 0

0 A
9

0

0 0 A
9

⎤⎥⎦ ,

[A55] =

⎡⎢⎣ A
5

0 0

0 A
5

0

0 0 A
5

⎤⎥⎦ , [A66] =

⎡⎢⎣ A
6

0 0

0 A
6

0

0 0 A
6

⎤⎥⎦ .
3. Диагонализация энергии деформации методом Якоби. Рассмот-

рим процесс приведения квадратичной формы к каноническому виду с исполь-
зованием одного из основных методов линейной алгебры — метод Якоби (метод
треугольного преобразования). Приведем энергию деформации к каноническо-
му (или диагональному) виду, используя один из основных методов линейной
алгебры — метод Якоби [7—9].

Метод Якоби применим, если все угловые миноры матрицы [A] квадратичной
формы отличны от нуля:

∆1 ̸= 0, ∆2 ̸= 0, ... , ∆18 ̸= 0. (5)

В дальнейшем будет рассмотрен частный случай

∆1 > 0, ∆2 > 0, ... , ∆18 > 0. (6)



148 М. Н. МИХИН

В этом случае существует единственное невырожденное линейное преобразо-
вание переменных вида:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Y1 = X1 + c12X2 + c13X3 + . . .+ c1 18X18,
Y2 = X2 + c23X3 + . . .+ c2 18X18,
Y3 = X3 + . . .+ c3 18X18,
...
Y18 = X18,

(7)

приводящее рассматриваемую квадратичную форму к каноническому виду
18∑︂
i=1

diX
2
i , (8)

где

d1 = ∆1, dj =
∆j

∆j−1

, j = 2, ..., 18. (9)

Для коэффициентов cij (i < j) этого преобразования справедлива следую-
щая формула [7, 9]:

cij=
A

(j)
ji

∆j−1

, (10)

где A(j)
ji — алгебраическое дополнение к элементу aji в матрице, составленной

из первых j строк и j столбцов матрицы [A].
Перейдем к непосредственной диагонализации энергии деформации
U(Y1, . . . , Y18). Последовательно вычисляем все 18 угловых миноров мат-
рицы [A]:

∆1 = A
1
+ A

3
, ∆2 = A

3
(2A

1
+ A

3
), ∆3 = A

3

2(3A
1
+ A

3
),

∆4 = 2A
3

3(3A
1
+ A

3
), ∆5 = 4A

3

4(3A
1
+ A

3
), ∆6 = 8A

3

5(3A
1
+ A

3
).

∆7 = 2A
3

4[4A
3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)],

∆8 =
1

2
A
3

3(4A
3
A
4
− A

8

2)[4A
3
(3A

1
+ A

3
)(2A

2
+ A

4
)− A

8

2(A
1
+ A

3
)− 2A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)],

∆9 =
1

8
A
3

3(4A
3
A
4
− A

8

2)2 [4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆10 =
1

16
A
3

2(4A
3
A
4
− A

8

2)3[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆11 =
1

32
A
3
(4A

3
A
4
− A

8

2)4[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆12 =
1

64
(4A

3
A
4
− A

8

2)5[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],
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∆13 =
1

64
A
5
(4A

3
A
4
− A

8

2)5[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆14 =
1

64
A
5

2(4A
3
A
4
− A

8

2)5[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆15 =
1

64
A
5

3(4A
3
A
4
− A

8

2)5[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆16 =
1

256
A
5

2(4A
3
A
4
− A

8

2)5(4A
5
A
6
− A

9

2)[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆17 =
1

1024
A
5
(4A

3
A
4
− A

8

2)5(4A
5
A
6
− A

9

2)2[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2],

∆18 =
1

4096
(4A

3
A
4
− A

8

2)5(4A
5
A
6
− A

9

2)3[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2].

В итоге исходная квадратичная форма записывается в каноническом виде (8),
при этом коэффициенты di (i = 1, ..., 18) этого вида, в согласно (9), принимают
вид:

d1 = ∆1 = A
1
+ A

3
, d2 =

∆2

∆1

=
A
3
(2A

1
+ A

3
)

A
1
+ A

3

, d3 =
∆3

∆2

=
A
3
(3A

1
+ A

3
)

2A
1
+ A

3

,

d4 =
∆4

∆3

= 2A
3
, d5 =

∆5

∆4

= 2A
3
, d6 =

∆6

∆5

= 2A
3
,

d7 =
∆7

∆6

=
4A

3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)

4A
3
(3A

1
+ A

3
)

,

d8 =
∆8

∆7

=
(4A

3
A
4
− A

8

2)[4A
3
(3A

1
+ A

3
)(2A

2
+ A

4
)− A

8

2(A
1
+ A

3
)− 2A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)]

4A
3
[4A

3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)]

,

d9 =
∆9

∆8

=
(4A

3
A
4
− A

8

2)[4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2]

4[4A
3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)]
,

d10 =
∆10

∆9

=
4A

3
A
4
− A

8

2

2A
3

, d11 =
∆11

∆10

=
4A

3
A
4
− A

8

2

2A
3

, d12 =
∆12

∆11

=
4A

3
A
4
− A

8

2

2A
3

,

d13 =
∆13

∆12

= A
5
, d14 =

∆14

∆13

= A
5
, d15 =

∆15

∆14

= A
5
,

d16 =
∆16

∆15

=
4A

5
A
6
− A

9

2

4A
5

, d17 =
∆17

∆16

=
4A

5
A
6
− A

9

2

4A
5

, d18 =
∆18

∆17

=
4A

5
A
6
− A

9

2

4A
5

.

Найдем преобразование приводящее квадратичною форму U(Y1, . . . , Y18) к ка-
ноническому виду. Ввиду громоздкости выкладок, продемонстрируем вычисле-
ние некоторых из коэффициентов cij.
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Используя (10), находим элемент c12:

c12=
A

(2)
21

∆1

= −a12
a11

= −
A
1

A
1
+ A

3

.

Определим элементы c13 и c23 третьего столбца (7):

c13=
A

(3)
31

∆2

=
1

∆2

⃓⃓⃓⃓
a12 a13
a22 a23

⃓⃓⃓⃓
=

1

∆2

⃓⃓⃓⃓
⃓ A

1
A
1

A
1
+ A

3
A
1

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

= −
A
1
A
3

A
3
(2A

1
+ A

3
)
= −

A
1

2A
1
+ A

3

,

c23=
A

(3)
32

∆2

= − 1

∆2

⃓⃓⃓⃓
a11 a13
a12 a23

⃓⃓⃓⃓
= − 1

∆2

⃓⃓⃓⃓
⃓ A1 + A

3
A
1

A
1

A
1

⃓⃓⃓⃓
⃓ =

= −
A
1
A
3

A
3
(2A

1
+ A

3
)
= −

A
1

2A
1
+ A

3

.

Элементы c14, c24, c34 четвертого столбца, c15, c25, c35, c45 пятого столбца и
c16, c26, c36, c46, c56 шестого столбца равны нулю.

Перейдем к элементам c17, c27, c37 седьмого столбца (7):

c17=
A

(7)
71

∆6

=
4

∆6

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

A
1

A
1

0 0 0 A
7
+ A

8

A
1
+ A

3
A
1

0 0 0 A
7

A
1

A
1
+ A

3
0 0 0 A

7

0 0 A
3

0 0 0

0 0 0 A
3

0 0

0 0 0 0 A
3

0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
=

= −
A
3
A
7
+ 2A

1
A
8
+ A

3
A
8

6A
1
A
3
+ 2A

3

2 ,

c27=
A

(7)
72

∆6

= − 4

∆6

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

A
1
+ A

3
A
1

0 0 0 A
7
+ A

8

A
1

A
1

0 0 0 A
7

A
1

A
1
+ A

3
0 0 0 A

7

0 0 A
3

0 0 0

0 0 0 A
3

0 0

0 0 0 0 A
3

0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
=

= −
A
3
A
7
− A

1
A
8

6A
1
A
3
+ 2A

3

2 ,
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c37=
A

(7)
73

∆6

=
4

∆6

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓

A
1
+ A

3
A
1

0 0 0 A
7
+ A

8

A
1

A
1
+ A

3
0 0 0 A

7

A
1

A
1

0 0 0 A
7

0 0 A
3

0 0 0

0 0 0 A
3

0 0

0 0 0 0 A
3

0

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
=

= −
A
3
A
7
− A

1
A
8

6A
1
A
3
+ 2A

3

2 .

В итоге линейное преобразование (7) принимает следующий вид:

Y1 = X1 −
A
1

A
1
+ A

3

X2 −
A
1

2A1 + A
3

X3 −
A
3
A
7
+ 2A

1
A
8
+ A

3
A
8

6A
1
A
3
+ 2A

3

2 X7+

+
4A

1
(3A

2
+ A

4
)A
8
− A

7
A
8
(3A

7
+ A

8
) + 4A

3
(A
2
A
8
− A

4
A
7
)

2[4A
3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
)]
X8+

+
4A

1
(3A

2
+ A

4
)A
8
− A

7
A
8
(3A

7
+ A

8
) + 4A

3
(A
2
A
8
− A

4
A
7
)

2[A
1
(24A

2
A
3
+ 12A

3
A
4
− A

8

2) + A
3
(8A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 6A

7

2 − 4A
7
A
8
− A

8

2)]
X9,

Y2 = X2 −
A
1

2A1 +A
3

X3 −
A
3
A
7
−A

1
A
8

6A
1
A
3
+ 2A

3

2X7+

+
A
1
A
8

3 +A
3
A
8
(3A

7

2 + 3A
7
A
8
+A

8

2 − 4A
1
(3A

2
+ 2A

4
))− 4A

3

2(A
2
A
8
+A

4
(A
7
+A

8
))

2A
3
[2A

1
(6A

2
A
3
+ 6A

3
A
4
−A

8

2) +A
3
(4A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 3A

7

2 − 2A
7
A
8
−A

8

2)]
X8+

+
4A
1
(3A

2
+A

4
)A
8
−A

7
A
8
(3A

7
+A

8
) + 4A

3
(A
2
A
8
−A

4
A
7
)

2[A
1
(24A

2
A
3
+ 12A

3
A
4
−A

8

2) +A
3
(8A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 6A

7

2 − 4A
7
A
8
−A

8

2)]
X9,

Y3 = X3 −
A
3
A
7
− A

1
A
8

6A
1
A
3
+ 2A

3

2X7−

−
(A
3
A
7
− A

1
A
8
)(4A

3
A
4
− A

8

2)

2A
3
[2A

1
(6A

2
A
3
+ 6A

3
A
4
− A

8

2) + A
3
(4A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 3A

7

2 − 2A
7
A
8
− A

8

2)[
X8+

+
A
8
(6A

7

2 + 5A
7
A
8
+ A

8

2 − 8A
1
(3A

2
+ A

4
))− 8A

3
(A
2
A
8
+ 2A

4
(A
7
+ A

8
))

2[A
1
(24A

2
A
3
+ 12A

3
A
4
− A

8

2) + A
3
(8A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 6A

7

2 − 4A
7
A
8
− A

8

2)]
X9,
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Y4 = X4 −
A
8

2A
3

X10, Y5 = X5 −
A
8

2A
3

X11, Y6 = X6 −
A
8

2A
3

X12,

Y7 = X7 +
A
3
(A
7
(3A

7
+ 2A

8
)− 4A

2
A
3
)−A

1
(12A

2
A
3
+A

8

2)

2A
1
[2A

1
(6A

2
A
3
+ 6A

3
A
4
−A

8

2) +A
3
(4A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 3A

7

2 − 2A
7
A
8
−A

8

2)]
X8+

+
A
3
(A
7
(3A

7
+ 2A

8
)− 4A

2
A
3
)−A

1
(12A

2
A
3
+A

8

2)

A
1
(24A

2
A
3
+ 12A

3
A
4
−A

8

2) +A
3
(8A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 6A

7

2 − 4A
7
A
8
−A

8

2)
X9,

Y8 = X8 +
A
3
(A
7
(3A

7
+ 2A

8
)− 4A

2
A
3
)− A

1
(12A

2
A
3
+ A

8

2)

A
1
(24A

2
A
3
+ 12A

3
A
4
− A

8

2) + A
3
(8A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 6A

7

2 − 4A
7
A
8
− A

8

2)
X9,

Y9 = X9, Y10 = X10, Y11 = X11, Y12 = X12,

Y13 = X13 −
A
9

2A
5

X16, Y14 = X14 −
A
9

2A
5

X17, Y15 = X15 −
A
9

2A
5

X18,

Y16 = X16, Y17 = X17, Y18 = X18.

4. Система определяющих неравенств. Положительная определен-
ность энергии деформации (4) в соответствии с критерием Сильвестра обеспе-
чивается выполнением неравенств ∆k > 0 (k = 1, ..., 18) [7—9]. С учетом оче-
видных упрощений, полученных ранее 18 угловых миноров эти неравенства,
выраженные через определяющие механические модули микрополярной среды,
принимают следующую форму:

A
1
+ A

3
> 0, 2A

1
+ A

3
> 0, 3A

1
+ A

3
> 0, A

3
> 0,

4A
3
A
4
− A

8

2 > 0, 4A
5
A
6
− A

9

2 > 0, A
5
> 0,

4A
3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
) > 0,

4A
3
(3A

1
+ A

3
)(2A

2
+ A

4
)− A

8

2(A
1
+ A

3
)− 2A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
) > 0,

4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2 > 0.

(11)

Очевидно, каждое из неравенств A
1
+A

3
> 0 и 2A

1
+A

3
> 0, являются следствием

неравенств 3A
1
+ A

3
> 0 и A

3
> 0. В результате приходим к системе восьми
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неприводимых неравенств:

3A
1
+ A

3
> 0, A

3
> 0, A

5
> 0,

4A
3
A
4
− A

8

2 > 0, 4A
5
A
6
− A

9

2 > 0,

4A
3
(3A

1
+ A

3
)(A

2
+ A

4
)− A

8

2(2A
1
+ A

3
)− A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
) > 0,

4A
3
(3A

1
+ A

3
)(2A

2
+ A

4
)− A

8

2(A
1
+ A

3
)− 2A

3
A
7
(3A

7
+ 2A

8
) > 0,

4(3A
1
+ A

3
)(3A

2
+ A

4
)− (3A

7
+ A

8
)2 > 0.

(12)

Полученная система неравенств обеспечивает положительную определен-
ность энергии деформации.

5. Выводы. В данной работе представлена методика приведения квад-
ратичной формы энергию деформации (18 переменных) к каноническому виду
методом Якоби. Основные результаты работы могут быть сформулированы сле-
дующим образом:

(1) В рамках Aпредставления энергии деформации введен вспомогатель-
ный 18мерный вектор формальных переменных, который посредством
линейного невырожденного преобразования переведен в новый канони-
ческий вектор.

(2) Диагонализация квадратичной формы выполнена методом Якоби, осно-
ванным на последовательном приведении матрицы квадратичной фор-
мы к диагональному виду с использованием угловых миноров. Было по-
казано, что предложенный метод обладает рядом достоинств: 1) коэф-
фициенты di (i = 1, ..., 18) канонического вида вычисляются с помощью
явных формул; 2) преобразование к новым переменным имеет верхнетре-
угольной вид: каждая новая переменная равна сумме соответствующей
исходной переменной и линейной комбинации последующих исходных
переменных.

(3) Из требования положительной определенности квадратичной формы
выведены ограничения на определяющие механические модули. Прове-
денный анализ показал, что исходная система из 18 условий, формально
следующих из критерия Сильвестра, является избыточной. Благодаря
структуре Aпредставления и свойствам метода Якоби эти 18 неравенств
удается свести к восьми эквивалентным неприводимым неравенствам.
Такая редукция сокращает число проверяемых условий при идентифи-
кации материала и упрощает аналитическое исследование области допу-
стимых значений параметров.

(4) Благодаря существованию обратного преобразования все результаты,
полученные в новых переменных (система неприводимых неравенств,
диагональный вид формы, условия положительной определенности), мо-
гут быть выражены непосредственно через исходные переменные. Это
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обеспечивает переход (интеграцию) от формального математического
аппарата к прикладной механике гемитропных сред
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