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Аннотация. Рассматривается задача устойчивости системы двух круговых арок, связанных
между собой нерастяжимыми нитями. Нити не выдерживают сжимающих усилий. Данная
задача относится к области контактных задач с неизвестной областью активного взаимодей-
ствия элементов конструкции. Проблема сводится к отысканию точек бифуркации некоторой
задачи нелинейного программирования, что приводит к необходимости решать задачу иденти-
фикации положительной определенности квадратичных форм на выпуклых конусах. В свою
очередь это приводит к необходимости решения задачи минимизации квадратичной формы
на конусе при условии, что некоторая другая квадратичная форма сохраняет постоянное
значение.
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Abstract. We consider the stability problem of a system of two circular arches connected by
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Введение. Расчет на устойчивость и прочность сложных тонкостенных
конструкций связан с исследованием вариационных неравенств или решением
вариационных задач с ограничениями на искомые функции в форме неравенств
[1]. Арочные конструкции применяют в разных областях, включая строитель-
ство, архитектуру, машиностроение. Конструкции висячих систем, в которых
несущими элементами являются ванты из высокопрочных материалов, работа-
ющих только на растяжение, получаются наиболее легкими, что является их
существенным преимуществом. Расчет на прочность тонких систем сводится к
решению задачи выпуклого нелинейного программирования. Особенно сложной
проблемой является исследование конструкций на устойчивость. Интересные
частные задачи устойчивости и закритического поведения упругих элементов
конструкций при односторонних ограничениях на перемещения решены в книге
В.И. Феодосьева [2]. Проблема устойчивости круговых арок ранее рассматрива-
лась Е.Л. Николаи [3]. Экспериментальные и численные исследования влияния
односторонних связей на устойчивость цилиндрических оболочек, сжимаемых
продольной силой рассмотрены в работе Н.А. Алфутова [4]. Наличие односто-
ронних ограничений на перемещение приводит к задаче идентификации услов-
ной положительной определенности квадратичных форм на конусах, которая
рассматривалась в работах [5], [6]. При конечномерной аппроксимации нали-
чие односторонних ограничений на перемещения приводит к некоторой задаче
нелинейного программирования. При исследовании на устойчивость в данном
случае приходим к задаче нахождения параметров нагрузки, при которых про-
исходит бифуркация решений задачи нелинейного программирования. Некото-
рые задачи устойчивости упругих систем при односторонних ограничениях на
перемещения и методы их решения рассматривались в работах авторов [7], [8],
[9].

1. Постановка задачи. Пусть две круговые арки (рис. 1 ) связаны между
собой нерастяжимыми нитями, которые не выдерживают сжимающих усилий,
нагружены внешними силами, равномерно распределенными вдоль линии арок.

Рис. 1. Схема подкрепления арок

Уравнения недеформированной оси арок имеют вид:

xi = Ri cosφ, yi = Ri sinφ, φ ∈ (−τ, τ), i = 1 : 2.

Ri− радиусы арок.
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Обозначим ξ = (− cosφ,− sinφ), η = (− sinφ, cosφ)− единичные векторы
касательной и нормали. ui, wi– перемещения вдоль векторов η и ξ. Тогда изме-
нение кривизны арок в результате деформации определяется формулами

δqi =
1

R2
i

(u
′′

i + ui).

Предполагается, что выполнено условие несжимаемости ui = w′
i, i = 1; 2. Упру-

гая энергия

U = U1 + U2 =
B1

2R3
1

∫︂ τ

−τ

(︃
u

′′

1 + w
′

1

)︃2

dφ+
B2

2R3
2

∫︂ τ

−τ

(︃
u

′′

2 + w
′

2

)︃2

dφ.

Работа внешних сил зависит от поведения нагрузки и определяется:

V = V1 + V2 =
P1

2

∫︂ τ

−τ

(︁
u

′2
1 − k1u21

)︁
dφ+

P2

2

∫︂ τ

−τ

(︃
u

′2
2 − k2u22

)︃
dφ,

где ki = 1, если нагрузка Pi направлена все время по нормали к деформиро-
ванной оси (нормальные силы) и ki = 2, если Pi направлена к центру кривизны
недеформированной арки (центральные силы).

Предположим, что арки связаны нерастяжимыми нитями, один конец кото-
рых закреплен в некоторых точках на первой арке, а другой – к точкам второй
арки при углах τ = τj j ∈ 1 :M.

Нити не выдерживают сжимающих усилий, поэтому расстояние между точ-
ками прикрепления не может увеличиваться:

u2(τj)− u1(τj) ≤ 0, j ∈ 1 :M. (1)

В положении равновесия полная энергия системы арок достигает минималь-
ного значения, таким образом, приходим к задаче на экстремум:

U − V → min
ui,wi

(2)

при выполнении условий несжимаемости ui = w′
i, i = 1; 2 и ограничений (1).

Далее рассмотрим граничные условия:
1) жесткой заделки: ui = 0, wi = 0, u

′
i = 0 при φ = −τ, τ.

2) шарнирного опирания: ui = 0, wi = 0, u
′
i + w

′
i = 0 при φ = −τ, τ.

При наличии ограничений (1) задачу (1)–(2) можно исследовать только чис-
ленными методами.

2. Численный метод Будем аппроксимировать искомые четыре функ-
циии u1(φ), u2(φ), w1(φ), w2(φ) интерполяционными кубическими сплайнами
вида [10]:

S(z, φ) = zi(1− t)2(1 + 2t) + zi+1t
2(3− 2t) +miht(1− t)2 −mi+1ht

2(1− t), (3)

где
z ∈ Rn, φi = −τ + ih,

mi = S ′(z, φi), i = 0, ..., n+ 1,

h = φi+1 − φi, t = (φ− φi)/h, t ∈ [0..1].
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Условие непрерывности второй производной записывается в виде [10]:

2m0 + µ∗
0m1 = c∗0,

λimi−1 + 2mi + µimi+1 = ci i = 1, ..., N − 1 (4)

λ∗NmN−1 + 2mN = c∗N ,

причем

ci = 3

(︃
µi
zi+1 − zi

h
+ λi

zi − zi−1

h

)︃
,

µi = λi = 0, 5.

Здесь для граничных условий шарнирного опирания

µ∗
0 = λ∗N = 1, c∗0 = 3

z1
h
, c∗N = −3zN−1

h
.

Окончательно получаем, если интерполируются функции ui(φ) и выполнены
граничные условия шарнирного опирания, то интерполяционный сплайн S(z, φ)
удовлетворяет условиям

z0 = 0, zn+1 = 0, m0 =
3

h
z1 −

1

2
m1, mn+1 =

3

h
zn −

1

2
mn, (5)

Аналогично, если интерполируются функции wi(φ), и выполнены условия жест-
кой заделки, то сплайн удовлетворяет соотношениям

z0 = 0, zn+1 = 0, m0 = 0, mn+1 = 0. (6)

Определим вектор m = (m1,m2, ...,mn)
T . Тогда m может быть вычислен по

формуле:
m = C−1Mu,

где матрицы C и M имеют вид:

C =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a b 0 0 ... 0 0 0
1 4 1 0 ... 0 0 0
0 1 4 1 ... 0 0 0
...
0 0 0 0 ... 1 4 1
0 0 0 0 ... 0 b a

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

M =
3

2h

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
c d 0 0 ... 0 0 0
−1 0 1 0 ... 0 0 0
0 −1 0 1 ... 0 0 0
...
0 0 0 0 ... −1 0 1
0 0 0 0 ... 0 −d c

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

где a = 4, b = 1, c = 0, d = −1 если сплайн S(z, φ) удовлетворяет на кон-
цах интервала [−τ, τ ] условиям (6), и a = 3.5, b = 1, c = −0.5, d = 1, если
выполняются условия (5).
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Введем в рассмотрение векторы v ∈ R4n :

vi = u1(φi), i ∈ [1, ..., n],

vi = w1(φi), i ∈ [n+ 1, ..., 2n],

vi = u2(φi), i ∈ [2n+ 1, ..., 3n],

vi = w2(φi), i ∈ [3n+ 1, ..., 4n],

и построим интерполяционные сплайны S(v, φ).
Для того, чтобы учесть условие несжимаемости введем штрафную функцию:

F =
D

2

∫︂ τ

−τ

(︃
u− w′

)︃2

dφ,

где D – достаточно, большое число, которое определяется опытным путем в
численных экспериментах.

Рассмотроим вариационную задачу:

U + F → min
u,w∈Γ

, (7)

V = 1 (8)
при граничных условиях шарнирного опирания или жесткой заделки и выпол-
нениии неравенств (1).

Пусть u∗, w∗ – решение задачи (7), (8), (1) и λ∗ – значение функционала U .
Тогда для любого λ ≤ λ∗ выполняется

U − λV ≥ 0

для всех (ui, wi) ∈ Γ, и наоборот, если λ > λ∗, то найдутся функции (ui, wi) ∈ Γ
такие, что

U − λV < 0,

то есть P ∗ = B
R3λ∗ имеет смысл критической нагрузки: при P ≤ P ∗ задача (7),(8)

имеет только тривиальное решение, при P > P ∗ выполняется неравенство U <
0.

После подстановки сплайнов S(v, φ) в (2) получаем две квадратичные формы:

g =
1

2

∫︂ τ

−τ

(︃
d2S

dφ2
+ S

)︃2

dφ+
D

2

∫︂ τ

−τ

(︃
S − ˜︁S ′

)︃2

dφ =
1

2
(Gv, v),

q =
1

2

∫︂ τ

−τ

(︃
S ′2 − kS2

)︃
dφ =

1

2
(Qv, v).

Для определения коэффициентов квадратичных форм необходимо вычислить
следующие интегралы:
1. Интеграл от квадрата сплайна∫︂ τ

−τ

S2(t)dt = h
n∑︂

i=0

11

105
vimih−

13

210
vimi+1h+

13

210
mihvi+1 −

1

70
mih

2mi+1−

− 11

105
vi+1mi+1h+

13

35
v2i +

1

105
m2

ih
2 +

9

35
vivi+1 +

13

35
v2i+1 +

1

105
m2

i+1h
2.
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2. Интеграл от квадрата первой производной∫︂ τ

−τ

S ′2(t)dt =
1

5h

n∑︂
i=0

(︃
vimih+ vimi+1h−mihvi+1 −

1

3
mih

2mi+1−

−vi+1mi+1h+ 6v2i +
2

3
m2

ih
2 − 12vivi+1 + 6v2i+1 +

2

3
m2

i+1h
2

)︃
.

3. Интеграл от квадрата второй производной∫︂ τ

−τ

S ′′2(t)dt =
1

h3

n∑︂
i=0

(︁
12v2i + 12vimi+1h− 24vivi+1 + 12vimih−

−12vi+1mi+1h+ 4mih
2mi+1 + 4m2

i+1h
2 + 12v2i+1 − 12mihvi+1+

+4m2
ih

2
)︁
.

4. Интеграл от произведения второй производной и сплайна∫︂ τ

−τ

S ′′(t) · ˜︁S(t)dt = 1

10

n∑︂
i=0

(vn+i+1mih− ˜︁mihvi+1 − vi+nmih+ ˜︁mihvi−

−˜︁mi+1hvi − vn+i+1mi+1h+ vi+nmi+1h+
1

6
˜︁mih

2mi+1 + ˜︁mi+1hvi+1−

−1

6
˜︁mi+1h

2mi + 5vn+i+1vi + 5vn+i+1vi+1 − 5vn+ivi − 5vn+ivi+1

)︃
,

числа v0, vn+1, m0, mn+1 (в зависимости от граничных условий) определяются
формулами (6) или (5).

Приходим к конечномерной задаче оптимизации:

g(v) =
1

2
(Gv, v)→ min

v∈R4n
(9)

q(v) =
1

2
(Qv, v) = 1, (10)

(aj, v) ≤ 0, j ∈ 1..M. (11)
В (11) векторы aj ∈ R4n получаются в результате подстановки сплайнов S(v, φ)
в (1). Квадратичные формы g(v) и q(v) положительно определены, если α < π.

Обозначим через Γ, конус определяемым неравенствами (11).
Пусть v∗– решение задачи (9)–(11). Тогда по теореме Куна–Таккера найдутся

множители Лагранжа λ∗ и τj, τj ≥ 0, j ∈ 1..M , такие, что{︄
Gv∗ − λ∗Qv∗ +

∑︁M
j=1 τjaj = 0,

τj(aj, v) = 0, j ∈ 1..M.
(12)

У системы уравнениий (12) есть необходимые условия экстремума, но так,
как задача (9)–(11) не является задачей выпуклого программирования, то эти
условия не являются достаточными. Точки v∗, удовлетворяющие (12) будем на-
зывать стационарными.
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Для решения задачи (12) необходимо применять методы глобальной оптими-
зации (например метод ветвей и границ), число переменных может быть велико,
а в данном случае трудоемкость метода ветвей и границ определяется размер-
ностью задачи.

Поскольку метод ветвей и границ является довольно трудоемким, в данном
случае можно предложить метод перебора вариантов, который в сочетании с
локальным алгоритмом, описанным ниже, может оказаться более предпочти-
тельным.

Пусть v∗ – решение задачи (10)–(12) и λ∗ = U(v∗).

P ∗
1 = λ∗P1, P

∗
2 = λ∗P2

– значения критических нагрузок.
Задача решается методом последовательных приближений.
Пусть v0 ∈ Γ, q(v0) = 1 – некоторое приближение. Пусть уже получена точка

vk ∈ Γ, q(vk) = 1.
Обозначим множество Ωk = {v ∈ Γ | (Qvk, v − vk) = 0}. Найдем точку ˜︁vk, та-

кую что f(˜︁vk) = minv∈Ωk
f(v).

Полагаем vk+1 = ˜︁vk√
g(˜︁vk) . Очевидно, g(˜︁vk+1) = 1.

Можно показать, что любая предельная точка последовательности vk, k =
1, 2, ... удовлетворяет необходимым условиям экстремума задачи (9)–(11).

3. Результаты вычислений Без ограничения общности можно положить
B1 = 1, B2 = 1, R1 = 1, R2 = c0R1. Полагаем P2 = 0 при граничных условиях
жесткой заделки.

При вычислениях считаем n = 40, M = {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36}.
При τ = π

2
безразмерное значение параметра критической нагрузки без огра-

ничений на перемещения при k = 2 (центральная нагрузка) значение параметра
λ0 = 8.0.

Если R2 = c0R1, при наличии ограничений (2) значение параметра критиче-
ской нагрузки λ приведено в таблице 1.

c0 k1 λ
0.8 2 31.02
0.8 1 23.47
0.5 2 89.83
0.5 1 69.37
0.25 2 109.07
0.25 1 107.3
0.1 2 109.3
0.1 1 107.45

Таблица 1. Таблица значений критического параметра в зависимости от радиуса R2
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Форма потери устойчивости приведены на рис. 2.

Рис. 2. Форма потери устойчивости системы арок

Наличие односторонних ограничений на перемещения арок значительно уве-
личивает критическую нагрузку. При этом результаты численных эксперимен-
тов показывают, что при R2 → 0 критическое давление быстро сходится к неко-
торому значению, которое зависит от угла τ.
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