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Введение. Двумерное моделирование напряженно-деформированного со-
стояния бесконечной упругой призмы или тонкой прямоугольной пластины при
поверхностном нагружении граней относится к классическим фундаменталь-
ным задачам линейной теории упругости. Благодаря широкому спектру фи-
зических приложений, данная проблема на протяжении долгого времени при-
влекает неослабевающий интерес со стороны специалистов по прикладной ма-
тематике, механике сплошных сред и практикующих инженеров (подробный
обзор см. [1—3]). В последние годы были предложены методы вычисления и
выявления точек скачков функции на отрезке на основе конечного числа её
коэффициентов Фурье [4—7]. Эти методы открывают новые возможности при
исследовании поля напряжений на границе упругого тела.

Ранее в работе [8] на базе указанных подходов был предложен алгоритм,
позволяющий локализовать все точки на контуре упругого тела, в которых мо-
гут возникать разрывы (скачки) напряжений. Высокая эффективность данного
подхода и точность удовлетворения граничных условий были продемонстриро-
ваны на примере классической задачи о растяжении квадратной пластины сим-
метричной нагрузкой, локализованной на конечном участке. Стоит подчерк-
нуть, что именно эта модельная задача традиционно применяется для вери-
фикации и оценки точности большинства классических методов исследования
краевых задач теории упругости для прямоугольных областей (см., например,
[9—12]). Настоящая статья является прямым развитием исследований, начатых
в [8], и расширяет область применения новых методов ускорения сходимости
рядов Фурье (подробнее в [13]). Основная цель работы заключается в выявле-
нии качественных закономерностей изменения скачков напряжений на границах
прямоугольника в зависимости от его геометрии и физических параметров в об-
щем случае постановки краевой задачи. Для наиболее характерных вариантов
граничных условий авторами рассчитано и графически представлено распреде-
ление напряжений вдоль протяженной стороны прямоугольной области.

1. Постановка задачи и решение. Рассмотрим задачу растяжения пря-
моугольной пластинки, граничные стороны которой частично нагружены толь-
ко симметрическими равномерно распределенными нормальными силами ин-
тенсивности q1, q2 (рис. 1).

В работе [11] показано, что решение данной краевой задачи, которое при от-
сутствии массовых сил определяется из системы дифференциальных уравнений
в частных производных
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можно представить разными способами в виде двойных тригонометрических
рядов, в частности (см. также [8]):

Xx(x, y) =
1

4
A00 +

1

2

∞∑︂
j=1

A0j cos(βjy)

+
∞∑︂
i=1

∞∑︂
j=1

Aij cos(αix) cos(βjy),

(2)

Yy(x, y) =
1

4
B00 +

1

2

∞∑︂
i=1

Bi0 cos(αix)

+
∞∑︂
j=1

∞∑︂
i=1

Bij cos(αix) cos(βjy).

(3)

Xy(x, y) =
∞∑︂
j=1

∞∑︂
i=1

Cij sin(αix) sin(βjy),

где

αi =
iπ

a
, βj =

jπ

b
.

Рис. 1. Схематическое представление задачи

Вследствие симметрии заданных краевых условий искомые коэффициенты
разложения Aij, Bij и Cij находятся из совместного решения бесконечных си-
стем линейных алгебраических уравнений следующего вида:(︄

1

2
+

∞∑︂
j=2,4,...

ωij

)︄
Xi +

∞∑︂
j=2,4,...

ωijYj = δi0Ri, i = 2, 4, . . . , (4)
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1

2
+

∞∑︂
i=2,4,...

vij

)︄
Yj +

∞∑︂
i=2,4,...

vijXj = δ0jQj, j = 2, 4, . . . , (5)
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где

δij = α2
ij + β2

ij, ωij =

(︃
δi0
δij

)︃2

, vij =

(︃
δ0j
δij

)︃2

, (6)

Ri =
4q1d1
a iπ

cos
iπ

2
sin

iπd1
2a

, i = 2, 4, . . . , (7)

Qj =
4q2d2
b jπ

cos
jπ

2
sin

jπd2
2b

, j = 2, 4, . . . . (8)

Легко заметить, что совокупность бесконечных систем (4)–(5) регулярна. При
подстановке

Xi = αiX
∗
i , Yj = βjY

∗
j

данные системы сводятся к вполне регулярному виду [11]. Из общей теории
вполне регулярных бесконечных систем вытекает, что условие ограниченности
свободных членов гарантирует существование и единственность ограниченно-
го решения [14]. Данное решение может быть эффективно получено с помо-
щью стандартных численных процедур, метода редукции или последователь-
ных приближений. Соответственно, коэффициенты разложения двойных три-
гонометрических рядов (2)–(3) поддаются вычислению с заведомо высокой сте-
пенью точности. При этом свободные члены определяются аналитически точно
и записываются в следующем виде:

B00 = 4
q1d1
a
, A00 = 4

q2d2
b
.

Кроме того, из постановки задачи также следует, что тангенциальное напря-
жение на сторонах квадрата Xy(x, y) = 0 и в дальнейшем рассматривать не
будем.

2. Вычисление значений разрывов напряжений на границе
прямоугольника. Классические ряды Фурье для функций f(x) с разрывами

f(x) ≈
N∑︂

n=−N

fne
iπnx

сходятся крайне медленно, со скоростью порядка O
(︁

1
N

)︁
, N → ∞. Это приво-

дит к вычислительным трудностям. Метод А.Н. Крылова [7] решает эту про-
блему путем выделения из функции её сингулярной (негладкой) части, которая
и порождает медленную сходимость. Оставшаяся («гладкая») часть функции
аппроксимируется тригонометрическим рядом, который сходится значительно
быстрее. Функция f(x) представляется в виде суммы специального полинома
Pm(x) и новой, «улучшенной» функции g(x):

f(x) = Pm(x) + g(x).

Полином Pm(x) подбирается таким образом, чтобы он полностью принимал на
себя скачки самой функции и её первых m производных на границах интервала.
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Коэффициенты этого полинома выражаются через величины скачков (разры-
вов):

Pm(x) =
m∑︂
k=0

∆kBk(x),

где ∆k величина скачка k-й производной функции на границе, а Bk(x) спе-
циальные многочлены Бернулли или Крылова. В результате функция g(x) =
f(x)−Pm(x) становится достаточно гладкой на замкнутом интервале, а её коэф-
фициенты Фурье gn убывают со скоростью gn = O

(︁
1

nm+1

)︁
, n → ∞. Финальная

формула для ускоренного усеченного ряда принимает вид:

f(x) ≈ f (c)(x) = Pm(x) +
N∑︂

n=−N

gne
iπnx.

Из результатов работ [8, 15] следует, что напряжения возникающих на гра-
ницах прямоугольника Xx(x, 0), Xx(x, b) и Yy(0, y), Yy(a, y) на сторонах прямо-
угольника 0 ≤ x ≤ a и 0 ≤ y ≤ b соответственно имеют скачки в тех точках
как и заданные граничные условия. Ввиду симметрии граничных условий от-
носительно обеих осей симметрии прямоугольной области, для выявления каче-
ственных зависимостей скачков напряжений от геометрических и физических
параметров задачи достаточно исследовать распределение нормальных напря-
жений Xx(x, 0), возникающих вдоль его большей стороны y = 0. Путем вве-
дения новых переменных тригонометрический ряд для Xx(x, 0) приводится к
каноническому виду (i = 1, 2, . . . )

Xx(x, 0) =
h0
2

+
∞∑︂
k=1

hk cosαkx,

h0
2

=
1

4
A00 +

1

2

∞∑︂
j=1

A0j, hi =
∞∑︂
j=1

Aij.

(9)

Не ограничивая общности можно считать, что b = 1. Введем следующие обо-
значения

d1 = x2 − x1, d2 = y2 − y1
и

A1 = Xx(x1 − 0, 0)−Xx(x1 + 0, 0),

A2 = Xx(x2 − 0, 0)−Xx(x1 + 0, 0).
(10)

Очевидно, A1 = −A2. В процессе проведения вычислительных эксперимен-
тов были рассмотрены различные группы характерных краевых условий для
исследуемой задачи. Расчет разрывов (скачков) нормальных напряжений A1 и
A2 на границах области осуществлялся в соответствии с методологией, предло-
женной и обоснованной в работах [4—7]. Результаты численных расчетов |A1|
приведены в табл. 1–7. Чтобы более точно оценить влияные отдельных парамет-
ров граничных условий на характерные изменения скачков напряжений, ниже,
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на основе данных табл. 1–7, в некоторых характерных случаях граничных слу-
чаях, представлены графики напряжений Xx(x, 0).

q1 = 0.25 q1 = 0.5 q1 = 1
n = 64 0.1173 0.2347 0.4693
n = 128 0.1149 0.2299 0.4598
n = 256 0.1137 0.2275 0.4550

Таблица 1. Численные значения скачка |A1| для параметров a = 2, b = 1, d1 = 0.5a,
q2 = 0 и для различных q1

Рис. 2. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 1

q1 = 0.25 q1 = 0.5 q1 = 1
n = 64 0.1174 0.2347 0.4694
n = 128 0.1149 0.2299 0.4598
n = 256 0.1137 0.2275 0.4550

Таблица 2. Численные значения скачка |A1| для параметров a = 2, b = 1, d1 = 0.5a,
d2 = 0.5b, q2 = 0.5 и для различных q1

Рис. 3. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 2
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Замечание 1. При увеличении значения параметра q1 в два раза, скачки
|A1| увеличиваются практически в два раза. По-видимому, это увеличение не
зависит от значения параметра q2. Это можно строго показать.

q2 = 0.25 q2 = 0.5 q2 = 1
n = 64 0.4694 0.4694 0.4694
n = 128 0.4598 0.4598 0.4598
n = 256 0.4550 0.4550 0.4550

Таблица 3. Численные значения скачка |A1| для параметров a = 2, b = 1, d1 = 0.5a,
d2 = 0.5b, q1 = 0.5 и для различных q2

Рис. 4. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 3

d2 = 0.25b d2 = 0.5b d2 = 0.75b
n = 64 0.4694 0.4694 0.4694
n = 128 0.4598 0.4598 0.4598
n = 256 0.4550 0.4550 0.4550

Таблица 4. Численные значения скачка |A1| для параметров a = 2, b = 1, d1 = 0.5a,
q1 = 1, q2 = 0.5 и для различных d2

Рис. 5. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 4

Замечание 2. Значения скачков |A1| не зависят от значений параметров q2
и d2. Это можно строго показать.
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d1 = 0.25a d1 = 0.5a d1 = 0.75a
n = 64 0.4786 0.4694 0.4602
n = 128 0.4643 0.4598 0.4551
n = 256 0.4572 0.4550 0.4527

Таблица 5. Численные значения скачка |A1| для параметров a = 2, b = 1, d2 = 0.5b,
q1 = 1, q2 = 0.5 и для различных d1

Рис. 6. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 5

Замечание 3. При увеличении значения параметра d1, значения скачков |A1|
изменяются крайне мало. Можно строго показать, что при увеличении значения
параметра d1 величина скачка не должна измениться.

a = 2 a = 4 a = 6
n = 64 0.4694 0.7073 0.8009
n = 128 0.4598 0.7008 0.7963
n = 256 0.4550 0.6975 0.7940

Таблица 6. Численные значения скачка |A1| для параметров b = 1, d1 = 0.5a, d2 = 0.5b,
q1 = 1, q2 = 0.5 и для различных a

Рис. 7. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 6

Замечание 4. При увеличении значения параметра a, значения скачков |A1|
увеличиваются.
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a = 2 a = 4 a = 6
n = 64 0.4694 0.7141 0.7950
n = 128 0.4598 0.7044 0.7963
n = 256 0.4550 0.6993 0.7920

Таблица 7. Численные значения скачка |A1| для параметров b = 1, d1 = 1, d2 = 0.5b,
q1 = 1, q2 = 0.5 и для различных a

Рис. 8. Графики функции X
(c)
x (x, 0) для значений параметров, представленных в

табл. 7

Следует отметить, что графики нормальных напряжений Xx(x, 0) построе-
ны посредством аппроксимацонной формулы для кусочно-гладкой на конечном
отрезке функции предложенным в работе [5] и обозначены через X(c)

x (x, 0).

Основные выводы. На основе проведенного комплекса теоретических и
численных исследований можно сформулировать следующие основные выводы:
Для фиксированной геометрии прямоугольной области:

• Абсолютные величины разрывов {A1, A2} нормального напряжения
Xx(x, 0) эквивалентны друг другу и определяются исключительно интен-
сивностью q1 силового нагружения Yy(x, 0), приложенного к данной сто-
роне прямоугольника. Указанные величины инвариантны относительно
флуктуаций прочих параметров задачи.
• Между абсолютным значением разрыва напряжения и интенсивностью

внешных нагрузок q1 наблюдается линейная зависимость.
При заданных параметрах силового нагружения:

• Абсолютные значения скачков |A1| напряжения Xx(x, 0) демонстрируют
возрастание по мере увеличения протяженности (длины) прямоугольной
области.
• Асимптотический анализ показывает, что для прямоугольников с боль-

шим аспектом соотношения сторон (при значительном увеличении дли-
ны) величины скачков |A1| монотонно приближаются к значению интен-
сивности внешней нагрузки q1.

Почему длина прямоугольника физически влияет на скачок? В двумерных
задачах для конечных областей (прямоугольников) напряжения в любой точке
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контура формируются не только локальной нагрузкой, но и влиянием противо-
положных и смежных граней (эффект стеснения и перераспределения внутрен-
них усилий). При малой длине прямоугольника (близкой к квадрату), смежные
вертикальные грани находятся близко к зоне приложения нагрузки. Происхо-
дит интенсивный перенос сдвиговых и нормальных напряжений на соседние
недеформированные участки. Часть энергии упругой деформации «уходит» в
смежные углы и вертикальные ребра. Это физически сглаживает поле напря-
жений в окрестности разрыва, уменьшая фактический скачок нормального на-
пряжения. При увеличении длины прямоугольника, влияние удаленных вер-
тикальных граней стремительно затухает. Система физически приближается к
состоянию бесконечной полуплоскости или упругой полосы. В этом предельном
состоянии упругая среда уже не может эффективно перераспределять локаль-
ные напряжения вдоль бесконечного края, и жесткость системы в продольном
направлении падает. В результате внутренние напряжения вынуждены полно-
стью воспринимать скачок внешней нагрузки, и величина скачка асимптотиче-
ски стремится к теоретическому максимуму, интенсивности q1.
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