
Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

DOI: 10.37972/chgpu.2026.68.2.014 EDN:WUCMTZ
Научная статья УДК: 539.319

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

КАНОНИЧЕСКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ И
ИЗГИБОВ–КРУЧЕНИЙ В СЛУЧАЕ ГЕМИТРОПНОЙ

МИКРОПОЛЯРНОЙ СРЕДЫ

Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, Москва, Россия
Аннотация. В настоящем исследовании рассматривается каноническое преобразование де-
формаций и изгибов–кручения для гемитропной микрополярной упругой среды. Энергия де-
формации такой среды рассматривается как функция, зависящая от несимметричных тензо-
ров деформации и изгиба-кручения, которые трактуются как термодинамические переменные
состояния. Приведено A-представление энергии деформации гемитропной микрополярной
упругой среды, характеризующейся 9 изоэнтропийными механическими модулями. Квадра-
тичная форма энергии деформации диагонализуется методом выделения полных квадратов.
Получены матрицы перехода от исходных переменных к новым (каноническим, сопряженным
по остаточной энергии деформации).
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1. Предварительные замечания и вводная информация. Построе-
ние энергетических форм является актуальной задачей математического моде-
лирования механического поведения деформируемых сред [Kessel1964, 1—14].
Указанные энергетические формы используются при формулировке вариацион-
ных принципов и выводе дифференциальных уравнений движения деформиру-
емого тела. Кроме этого, исследование самой энергетической формы позволяет
сформулировать условия устойчивости равновесия упругого тела. Проще все-
го получить такие условия если преобразовать квадратичную форму энергии
деформации к каноническому виду, как это было проделано в работах [15—
17]. В настоящем исследовании найдены законы преобразования формальных
переменных к новым (каноническим, сопряженным по остаточной энергии де-
формации).

В основе исследования лежат понятия, терминология, обозначения, методы
и результаты, представленные в предыдущих работах авторов [10, 11, 15—22].

Микрополярное твердое тело называется гемитропным, если компоненты
определяющих тензоров инвариантны относительно группы полуизометриче-
ских преобразований трехмерного евклидова пространства, а именно группы
ортогональных преобразований, исключая зеркальные отражения и инверсии
трехмерного пространства. В этом случае правильная запись основных уравне-
ний представляется в формализме псевдотензоров, но простой алгоритм преоб-
разования псевдотензора в соответствующий абсолютный тензор помогает нам
отложить в сторону формализм псевдотензоров и затем представить исследо-
вание в терминах абсолютных тензоров.

2. Энергетическая форма гемитропного микрополярного упругого
тела. Введем энергию деформации U в расчете на единичный инвариантный
элемент объема при постоянной энтропии (S = const), как это, например, про-
делано в работах [11, 20, 21], следующим образом

U
⃓⃓⃓
adiabatic

= U (ϵ(ij), κ(ij), φi, κi) . (1)

Причем функциональные аргументы определяются через трансляционные ui и
спинорные ϕi перемещения согласно соотношениям

ϵij = ∂iuj − eijkφk, 2ϵ(ij) = ∂iuj + ∂jui, κij = ∂iϕj,

κ(ij) = ∂iϕj + ∂jϕi, φi = ϕi −
1

2
eikl∂kul, κi =

1

2
eijsκ[js].

(2)

В уравнениях (1) и (2) используются следующие обозначения: ϵij — асиммет-
ричный тензор деформаций; κij — асимметричный тензор изгиба–кручения; ui
— трансляционные перемещения; ϕi — спинорные перемещения; ∂i обозначает
частную производную по пространственной координате xi; eijk — дискрими-
нантный тензор (тензор Леви–Чивиты); φi — относительные микроповороты;
круглые скобки обозначают алгебраическую симметризацию; квадратные скоб-
ки обозначают алгебраическое альтернирование.
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Термодинамический смысл энергии деформации аналогичен внутренней
энергии, поскольку мы ограничиваемся изоэнтропийными (адиабатическими)
процессами. В большинстве доступных исследований внутренняя энергия вво-
дится как термодинамический потенциал состояния на единицу инвариантного
объема и обозначается U .

Энергия деформации U инвариантна относительно вращений и трансляций
пространства, а также относительно преобразований пространственной инвер-
сии и зеркальных отражений, т.е. относительно полной изометрической груп-
пы. Нет никаких препятствий отказаться от инвариантности U , т.е. можно в
принципе вести речь об изменении энергии при зеркальных отражениях.3 Су-
ществуют три различных подхода к определению энергии деформации, подроб-
но описанные в статье [11]. A-представление [10] основано на понятиях тео-
рии рациональных алгебраических инвариантов, являясь линейной оболочкой
индивидуальных и совместных целых рациональных алгебраических инвари-
антов несимметричного тензора деформации и пространственного градиента
поля микровращений. Основы теории целых рациональных алгебраических ин-
вариантов подробно обсуждаются в фундаментальных монографиях [23, 24]. В
исследованиях П.А. Жилина [25] также рассматривается такой же круг вопро-
сов, однако форма представления служит препятствием к пониманию существа
дела и дальнейшего использования.

Инварианты, принадлежащие полной неприводимой системе индивидуаль-
ных и совместных целых рациональных алгебраических квадратичных инвари-
антов симметричных компонент несимметричных тензоров деформации, тензо-
ра изгиба-кручения и связанных с ними векторов для гемитропного твердого
тела, вычисляются в декартовых координатах следующим образом [26]

I
1
= δikδlmϵ(ik)ϵ(lm), I

2
= δikδlmκ(ik)κ(lm), I

3
= δikδlmϵ(il)ϵ(km),

I
4
= δikδlmκ(il)κ(km), I

5
= δikφiφk, I

6
= δikκiκk,

I
7
= δikδlmϵ(ik)κ(lm), I

8
= ϵ(ik)κ(ik), I

9
= κkφk ,

(3)

где δlm — символ Кронекера.
Вышеизложенные рассуждения приводят нас к A-представлению энергии де-

формации гемитропного микрополярного упругого твердого тела как линейной
оболочке инвариантов (3):

U =
9∑︂

c=1

A
c
I
c
, (4)

где A
c
(c = 1, . . . , 9) — произвольные (определяющие) постоянные. Очевидно эти

константы могут интерпретироваться как определяющие упругие модули (абсо-
лютные скаляры) при задании модели гемитропного микрополярного упругого
твердого тела.

3Авторам неизвестны физические теории, в которых предполагался бы отказ от инвари-
антности энергии.
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В силу формул (3) для инвариантов I
c
(c = 1, . . . , 9) энергия деформации (1)

представляется в виде (см. [10, 11, 20]):

U = A
1
δisδlmϵ(is)ϵ(lm) + A

2
δisδlmκ(is)κ(lm) + A

3
δisδlmϵ(il)ϵ(sm)+

+ A
4
δisδlmκ(il)κ(sm) + A

5
δisφiφs + A

6
δisκiκs+

+ A
7
δisδlmϵ(is)κ(lm) + A

8
ϵ(is)κ(is) + A

9
κiφi. (5)

Для унификации применения алгебраических алгоритмов диагонализа-
ции мы вводим формальные замены независимых переменных состояния
ϵ(ij), κ(ij), φi, κi энергии деформации U согласно следующим правилам:

ϵ(11) ←→ Y1, κ(11) ←→ Y7, φ1 ←→ Y13, κ1 ←→ Y16,
ϵ(22) ←→ Y2, κ(22) ←→ Y8, φ2 ←→ Y14, κ2 ←→ Y17,
ϵ(33) ←→ Y3, κ(33) ←→ Y9, φ3 ←→ Y15; κ3 ←→ Y18;
ϵ(23) ←→ Y4, κ(23) ←→ Y10,
ϵ(13) ←→ Y5, κ(13) ←→ Y11,
ϵ(12) ←→ Y6; κ(12) ←→ Y12;

(6)

где мы подчеркиваем один 18-векторный индекс, чтобы отличить составные
двузначные индексы от двух соседних однозначных индексов. Вектор формаль-
ных переменных [Y ] принадлежит формальному векторному пространству ал-
гебраической размерности 18.

Отметим, что формальные переменные теории микрополярной упругости не
подлежат физической интерпретации, по крайней мере на данном этапе и могут
быть введены несколькими способами. Изменения рассматриваемых способов
нумерации деформаций и изгибов–кручений не принципиальны, но приведут к
изменению матрицы квадратичной форм. Тем не менее это нисколько не по-
влияет на условия положительной определенности квадратичной формы и ее
собственные числа. Приведем несколько альтернативных способов нумерации
формальных переменных. Если ввести вектор формальных переменных [Y ] сле-
дующим образом:

ϵ(11) ←→ Y1, ϵ(23) ←→ Y7, φ1 ←→ Y13, κ1 ←→ Y16,
ϵ(22) ←→ Y2, ϵ(13) ←→ Y8, φ2 ←→ Y14, κ2 ←→ Y17,
ϵ(33) ←→ Y3, ϵ(12) ←→ Y9, φ3 ←→ Y15; κ3 ←→ Y18;
κ(11) ←→ Y4, κ(23) ←→ Y10,
κ(22) ←→ Y5, κ(13) ←→ Y11,
κ(33) ←→ Y6; κ(12) ←→ Y12;

(7)

тогда матрица квадратичной формы будет блочно–диагональной, состоящей из
трех подматриц алгебраической размерности 6 × 6. Одна из указанных под-
матриц будет полностью заполненной, а две другие — трехдиагональными мат-
рицами. Указанное обстоятельство позволяет наиболее простым способом про-
вести факторизацию характеристического полинома квадратичной энергетиче-
ской формы гемитропного микрополряного тела.
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Наиболее естественной нумерацией, реализованной в работах [15—17], будет
следующая:

ϵ(11) ←→ Y1, φ1 ←→ Y7, κ(11) ←→ Y10, κ1 ←→ Y16,
ϵ(22) ←→ Y2, φ2 ←→ Y8, κ(22) ←→ Y11, κ2 ←→ Y17,
ϵ(33) ←→ Y3, φ3 ←→ Y9, κ(33) ←→ Y12, κ3 ←→ Y18;
ϵ(23) ←→ Y4, κ(23) ←→ Y13,
ϵ(13) ←→ Y5, κ(13) ←→ Y14,
ϵ(12) ←→ Y6, κ(12) ←→ Y15;

(8)

Способы введения формальных переменных Y1, . . . , Y18 (6), (7) и (8) для удоб-
ства изложения назовем «красной» R-нумерацией, «зеленой» G-нумерацией и
«красной» B-нумерацией, соответственно. В дальнейшем изложении настояще-
го исследования будем пользоваться «красной» R-нумерацией (6).

Следует отметить, что в научных публикациях можно найти и другие спо-
собы нумерации. Например, оригинальная нумерация компонент асимметрич-
ных тензоров деформации и изгиба–кручения предожена в работе Э.Л. Аэро и
Е.В. Кувшинского [5]. Матрица такой квадратичной формы имеет диагональ-
ный вид, на главной диагонали которой стоит четыре подматрицы. Одна из
указанных подматриц имеет алгебраическую размерность 6 × 6, а три другие
— алгебраическую размерность 4 × 4. Причем все подматрицы оказываются
полностью заполнены ненулевыми элементами.

С учетом замен (6) квадратичная форма энергии деформации (5) записыва-
ется как:

U = Y 2
1 (A

1
+ A

3
) + Y 2

2 (A
1
+ A

3
) + Y 2

3 (A
1
+ A

3
) + 2A

3
Y 2
4 + 2A

3
Y 2
5 + 2A

3
Y 2
6 +

+ Y 2
7 (A

2
+ A

4
) + Y 2

8 (A
2
+ A

4
) + Y 2

9 (A
2
+ A

4
) + 2A

4
Y 2
10 + 2A

4
Y 2
11 + 2A

4
Y 2
12+

+ A
5
Y 2
13 + A

5
Y 2
14 + A

5
Y 2
15 + A

6
Y 2
16 + A

6
Y 2
17 + A

6
Y 2
18 + 2A

1
Y1Y2 + 2A

1
Y1Y3 + 2A

1
Y2Y3+

+ 2A
2
Y7Y8 + A

7
Y1Y7 + A

7
Y1Y8 + A

7
Y2Y7 + A

7
Y2Y8 + A

7
Y3Y7 + A

7
Y3Y8 + A

8
Y1Y7+

+ 2A
8
Y10Y4 + 2A

8
Y11Y5 + 2A

8
Y12Y6 + A

8
Y2Y8 + A

9
Y13Y16 + A

9
Y14Y17+

+ A
9
Y15Y18 + Y9(2A

2
Y7 + 2A

2
Y8 + A

7
Y1 + A

7
Y2 + A

7
Y3 + A

8
Y3) . (9)

Отметим, что уравнение (9) может быть представлено в компактных матрич-
ных обозначениях как:

U = [Y]⊤[A][Y], (10)

где

[Y]⊤ = [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Y8, Y9, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, Y15, Y16, Y17, Y18];

[Y]⊤ — транспонированный вектор-столбец алгебраической размерности 18, со-
ставленный из формальных переменных теории микрополярной упругости; [A]
— формальная матрица размерности 18 × 18, задающаяся 9 изоэнтропийными
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механическими модулями микрополярной среды. В случае гемитропного мик-
рополярного твердого тела формальная матрица [A] имеет следующую струк-
туру:

[A] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[A11] 0 [A13] 0 0 0

0 [A22] 0 [A24] 0 0
[A31] 0 [A33] 0 0 0

0 [A42] 0 [A44] 0 0
0 0 0 0 [A55] [A56]
0 0 0 0 [A65] [A66]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (11)

где [Ahk] (h, k = 1, . . . , 6) — симметричные квадратные подматрицы алгебраи-
ческой размерности 3× 3, которые задаются микрополярными упругими опре-
деляющими постоянными A

a
(a = 1, . . . , 9) согласно формулам:

[A11] =

⎡⎢⎢⎣
A
1
+A

3
A
1

A
1

A
1

A
1
+A

3
A
1

A
1

A
1

A
1
+A

3

⎤⎥⎥⎦ , [A33] =

⎡⎢⎢⎣
A
2
+A

4
A
2

A
2

A
2

A
2
+A

4
A
2

A
2

A
2

A
2
+A

4

⎤⎥⎥⎦ ,

2[A13] = 2[A31] =

⎡⎢⎢⎣
A
7
+A

8
A
7

A
7

A
7

A
7
+A

8
A
7

A
7

A
7

A
7
+A

8

⎤⎥⎥⎦ ,

2[A56] = 2[A65] = A
9

diag[1, 1, 1], [A24] = [A42] = A
8

diag[1, 1, 1],

[A22] = 2A
3

diag[1, 1, 1], [A55] = A
5

diag[1, 1, 1],

[A44] = 2A
4

diag[1, 1, 1], [A66] = A
6

diag[1, 1, 1].

(12)

3. Метод диагонализации выделением полных квадратов. Для по-
лучения определяющих неравенств мы приводим форму энергии деформации
(9) к диагональному (или каноническому) виду, используя простейший и ал-
горитмический метод линейной алгебры (метод выделения полных квадратов,
предложенный Ж.Л. Лагранжем в 1759 г.). В дальнейшем обсуждении подчер-
кивания под индексами опущены. Отметим, что все коэффициенты при квад-
ратах формальных переменных Y1,...,Y18 предполагаются ненулевыми. В про-
тивном случае этот метод неприменим.

Преобразуем квадратичную форму (9), последовательно выделяя полный
квадрат для каждой формальной переменной, начиная с первой. Сначала пе-
регруппируем все члены, включающие переменную Y1. Затем выделим полный
квадрат, содержащий эту переменную. Далее примем предварительно выделен-
ный полный квадрат за новую формальную переменную X2

1 . После этого вы-
чтем полученный полный квадрат, содержащий переменную Y1, из квадратич-
ной формы (9). Новая квадратичная форма U17,4полученная таким образом, не

4Индекс остаточной энергии деформации указывает на количество включенных в квадра-
тичную форму формальных переменных.
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содержит переменную Y1. Затем поступим аналогично относительно формаль-
ной переменной Y2: вычтем полный квадрат, содержащий Y2, из редуцированной
квадратичной формы, полученной на предыдущем шаге. Далее найдем новую
квадратичную форму, не содержащую формальных переменных Y1 и Y2. Ал-
горитм следует продолжить вплоть до формальной переменной Y18. Нетрудно
заметить, что

U =(U18 −U17) + (U17 −U16) + (U16 −U15) + (U15 −U14) + (U14 −U13)+

+ (U13 −U12) + (U12 −U11) + (U11 −U10) + (U10 −U9) + (U9 −U8)+

+ (U8 −U7) + (U7 −U6) + (U6 −U5) + (U5 −U4) + (U4 −U3)+

+ (U3 −U2) + (U2 −U1) + U1 = U18.
(13)

В формуле (13) каждая из квадратичных форм U17, U16, ..., U1 является оста-
точной энергией деформации по входящим в нее деформациям и изгибам–
кручениям.

По итогу выполнения алгоритма отделения квадратов приходим к канониче-
ской квадратичной форме диагонального типа относительно новых формаль-
ных переменныхX1, . . . , X18, которые называются каноническими переменными
и вычисляются согласно:

Xs =
1

2

∂U18−s+1

∂Ys
(s = 1, . . . , 18; по s не суммируется). (14)

Обобщая уравнения (14), представим их в следующем виде:

[2X] =
∂Ures

∂[Y ]
. (15)

Заметим, что новые формальные переменные X1, . . . , X18, согласно (14), яв-
ляются сопряженными по отношению к исходным формальным переменным
Y1, . . . , Y18 по остаточным энергиям деформации U18, ..., U1. Указанное обстоя-
тельство позволяет выявить физический смысл новых формальных переменных
X1, . . . , X18, которые оказываются аналогами силовых и моментных напряже-
ний по отношению к исходным формальным переменным.

Исходная квадратичная форма U в новых формальных переменных
X1, . . . , X18 принимает каноническое диагональное представление:

Udiag =
18∑︂
s=1

X2
s

as
, (16)

где множители 1/as при квадратах канонических определяются согласно

as =
∂Xs

∂Ys
=

1

2

∂2U18−s+1

∂Y 2
s

(s = 1, . . . , 18; по s не суммируется). (17)

В последнем соотношении суммирование по повторяющемуся индексу s не про-
изводится.
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Переход от старых переменных [Y] к новым переменным [X] можно
определить как преобразование с помощью правой верхнетреугольной (RU-
треугольной) матрицы перехода [T]:

[X] = [T][Y], [Y] = [T]−1[X]. (18)

Квадратичная форма (10) в новых переменных (18) представляется в следу-
ющем виде:

U = [Y]⊤[A][Y] =
[︁
[T]−1[X]

]︁⊤
[A]
[︁
[T]−1[X]

]︁
=

= [X]⊤
[︂[︁
[T]−1

]︁⊤
[A][T]−1

]︂
[X] = [X]⊤[A]diag[X],

(19)

где введено обозначение для подобной матрицы [A]diag =
[︁
[T]−1

]︁⊤
[A][T]−1.

Нетрудно также заметить, что компоненты матрицы перехода вычисляются
согласно:

Tij =
∂Xi

∂Yj
=

1

2

∂2U18−i+1

∂Yi∂Yj
(i, j = 1, . . . , 18). (20)

Причем диагональные элементы матрицы перехода равны:

Tss =
∂Xs

∂Ys
= as (s = 1, . . . , 18; по s не суммируется). (21)

Матрица перехода с учетом нулевых элементов имеет следующую структуру:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T1 1 A
1

A
1

0 0 0 T1 7
1
2
A
7

1
2
A
7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 T2 2 T2 3 0 0 0 T2 7 T2 8 T2 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 T3 3 0 0 0 T3 7 T3 8 T3 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2A

3
0 0 0 0 0 A

8
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2A
3

0 0 0 0 0 A
8

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2A
3

0 0 0 0 0 A
8

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 T7 7 T7 8 T7 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 T8 8 T8 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 T9 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 T10 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T10 10 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T10 10 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A

5
0 0 1

2
A
9

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A
5
0 0 1

2
A
9

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A
5

0 0 1
2
A
9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T16 16 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T16 16 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T16 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(22)
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Ненулевые компоненты матрицы перехода [T] вычисляются через определя-
ющие механические модули согласно формулам:

T1 1 = A
1
+ A

3
, T1 2 = T1 3 = A

1
, T1 7 =

1

2
(A
7
+ A

8
), T1 8 = T1 9 =

1

2
A
7
,

T2 2 =
A
3
(2A

1
+ A

3
)

A
1
+ A

3

, T2 3 =
A
1
A
3

A
1
+ A

3

, T2 7 =
A
3
A
7
− A

1
A
8

2(A
1
+ A

3
)
,

T2 8 =
A
1
A
8
+ A

3
A
7
+ A

3
A
8

2(A
1
+ A

3
)

, T2 9 =
A
3
A
7

2A
1
+ 2A

3

,

T3 3 =
3A

1
A
3
+ A

3

2

2A
1
+ A

3

, T3 7 =
A
3
A
7
− A

1
A
8

4A
1
+ 2A

3

,

T3 8 =
A
3
A
7
− A

1
A
8

4A
1
+ 2A

3

, T3 9 =
2A

1
A
8
+ A

3
A
7
+ A

3
A
8

2(2A
1
+ A

3
)

,

T4 4 = T5 5 = T6 6 = 2A
3
, T4 10 = T5 10 = T6 10 = A

8
,

T7 7 =
12A

1
A
2
A
3
+ 12A

1
A
3
A
4
− 2A

1
A
8

2 + 4A
2
A
3

2 + 4A
3

2A
4
− 3A

3
A
7

2 − 2A
3
A
7
A
8
− A

3
A
8

2

4A
3
(3A

1
+ A

3
)

,

T7 8 =
12A

1
A
2
A
3
+ A

1
A
8

2 + 4A
2
A
3

2 − 3A
3
A
7

2 − 2A
3
A
7
A
8

4A
3
(3A

1
+ A

3
)

,

T7 9 =
12A

1
A
2
A
3
+ A

1
A
8

2 + 4A
2
A
3

2 − 3A
3
A
7

2 − 2A
3
A
7
A
8

4A
3
(3A

1
+ A

3
)

T8 8 =

(︂
4A

3
A
4
− A

8

2
)︂(︂

24A
1
A
2
A
3
+ 12A

1
A
3
A
4
− A

1
A
8

2 + 8A
2
A
3

2 + 4A
3

2A
4
− 6A

3
A
7

2 − 4A
3
A
7
A
8
− A

3
A
8

2
)︂

4A
3

(︂
12A

1
A
2
A
3
+ 12A

1
A
3
A
4
− 2A

1
A
8

2 + 4A
2
A
3

2 + 4A
3

2A
4
− 3A

3
A
7

2 − 2A
3
A
7
A
8
− A

3
A
8

2
)︂ ,

T8 9 =

(︂
4A

3
A
4
− A

8

2
)︂(︂

12A
1
A
2
A
3
+ A

1
A
8

2 + 4A
2
A
3

2 − 3A
3
A
7

2 − 2A
3
A
7
A
8

)︂
4A

3

(︂
12A

1
A
2
A
3
+ 12A

1
A
3
A
4
− 2A

1
A
8

2 + 4A
2
A
3

2 + 4A
3

2A
4
− 3A

3
A
7

2 − 2A
3
A
7
A
8
− A

3
A
8

2
)︂ ,

T9 9 =

(︂
4A

3
A
4
− A

8

2
)︂(︂

36A
1
A
2
+ 12A

1
A
4
+ 12A

2
A
3
+ 4A

3
A
4
− 9A

7

2 − 6A
7
A
8
− A

8

2
)︂

4
(︂
24A

1
A
2
A
3
+ 12A

1
A
3
A
4
− A

1
A
8

2 + 8A
2
A
3

2 + 4A
3

2A
4
− 6A

3
A
7

2 − 4A
3
A
7
A
8
− A

3
A
8

2
)︂ ,
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T10 10 = T11 11 = T12 12 =
4A

3
A
4
− A

8

2

2A
3

, T13 13 = T14 14 = T15 15 = A
5
,

T13 16 = T14 17 = T15 18 =
1

2
A
9
, T16 16 = T17 17 = T18 18 =

4A
5
A
6
− A

9

2

4A
5

.

Вычислим далее матрицу [T]−1 обратную к матрице перехода [T]. Введем
обозначение для компонент обратной матрицы по аналогии с визуализацией
компонент псевдотензора:

[g]#1#2#3

T
(n)

k,...,h, (23)

где, как и прежде [27, 28], сверху от корневого символа в квадратных скобках
указывается алгебраический вес, снизу от корневого символа в круглых скоб-
ках указывается ранг, сверху корневого символа вместо #1#2#3 указываются
матричные операции (например, −1,⊤, exp и т.д.). В нашем случае компоненты

обратной матрицы перехода обозначим через
−1

T kh.
Матрица [T]−1 также будет верхнетреугольной, при этом ее ненулевые ком-

поненты выражаются через компоненты матрицы [T] согласно:

−1

T ss = (Tss)
−1, (s = 1, . . . , 18; по s не суммируется)

−1

T 1 2 = −
T1 2

T1 1T2 2
,

−1

T 1 3 =
T1 2(T2 3 − T2 2)
T1 1T2 2T3 3

,
−1

T 2 3 = −
T2 3

T2 2T3 3
,

−1

T 1 7 =
T1 2T3 7(T2 2 − T2 3) + T1 2T2 7T3 3 − T1 7T2 2T3 3

T1 1T2 2T3 3T7 7
,

−1
T 1 8 =

(︁
T1 2(T3 7(T2 2 − T2 3)(T7 7 − T7 8)− T2 7T3 3T7 8 + T2 8T3 3T7 7)+

+ T1 7T2 2T3 3T7 8 − T1 8T2 2T3 3T7 7

)︁
(T1 1T2 2T3 3T7 7T8 8)

−1,

−1
T 1 9 =

(︁
T1 2T8 9(T2 7T3 3T7 8 − T2 8T3 3T7 7 − T3 7(T2 2 − T2 3)(T7 7 − T7 8))+

+ T1 2T8 8((T2 2 − T2 3)(T3 9T7 7 − T3 7T7 8)− T2 7T3 3T7 8 + T2 9T3 3T7 7)+

+ T1 7T2 2T3 3T7 8(T8 8 − T8 9) + T1 8T2 2T3 3T7 7(T8 9 − T8 8)
)︁
(T1 1T2 2T3 3T7 7T8 8T9 9)

−1,

−1

T 2 7 =
T2 3T3 7 − T2 7T3 3

T2 2T3 3T7 7
,

−1

T 2 8 =
T2 3T3 7(T7 7 − T7 8) + T2 7T3 3T7 8 − T2 8T3 3T7 7

T2 2T3 3T7 7T8 8
,

−1

T 2 9 =
(︁
T2 3T3 9T7 7T8 8 − T2 3T3 7(T7 7T8 9 + T7 8(T8 8 − T8 9)) + T2 7T3 3T7 8(T8 8 − T8 9)+
+ T2 8T3 3T7 7T8 9 − T2 9T3 3T7 7T8 8

)︁
(T2 2T3 3T7 7T8 8T9 9)

−1,
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−1

T 3 7 = −
T3 7

T3 3T7 7
,

−1

T 3 8 =
T3 7(T7 8 − T7 7)
T3 3T7 7T8 8

,

−1

T 7 8 = −
T7 8

T7 7T8 8
,

−1

T 7 9 =
T7 8(T8 9 − T8 8)
T7 7T8 8T9 9

,
−1

T 8 9 = −
T8 9

T8 8T9 9
−1

T 3 9 =
T3 7T7 7T8 9 + T3 7T7 8(T8 8 − T8 9)− T3 9T7 7T8 8

T3 3T7 7T8 8T9 9
,

−1

T 4 10 =
−1

T 5 11 =
−1

T 6 12 = −
T4 10

T10 10T4 4
,

−1

T 13 16 =
−1

T 14 17 =
−1

T 15 18 = −
T14 16

T14 14T16 16
.

Новые переменные X1, . . . , X18 вычисляются через старые переменные
Y1, . . . , Y18 согласно:

X1 =
−1

T 1 1Y1 +
−1

T 1 2Y2 +
−1

T 1 3Y3 +
−1

T 1 7Y7 +
−1

T 1 8Y8 +
−1

T 1 9Y9,

X2 =
−1

T 2 2Y2 +
−1

T 2 3Y3 +
−1

T 2 7Y7 +
−1

T 2 8Y8 +
−1

T 2 9Y9,

X3 =
−1

T 3 3Y3 +
−1

T 3 7Y7 +
−1

T 3 8Y8 +
−1

T 3 9Y9,

X4 =
−1

T 4 4Y4 +
−1

T 4 10Y10, X5 =
−1

T 5 5Y5 +
−1

T 5 11Y11, X6 =
−1

T 6 6Y6 +
−1

T 6 12Y12,

X7 =
−1

T 7 7Y7 +
−1

T 7 8Y8 +
−1

T 7 9Y9, X8 =
−1

T 8 8Y8 +
−1

T 8 9Y9, X9 =
−1

T 9 9Y9,

X10 =
−1

T 10 10Y10, X11 =
−1

T 11 11Y11, X12 =
−1

T 12 12Y12,

X13 =
−1

T 13 13Y13 +
−1

T 13 16Y16, X14 =
−1

T 14 14Y14 +
−1

T 14 17Y17,

X15 =
−1

T 15 15Y15 +
−1

T 15 18Y18, X16 =
−1

T 16 16Y16, X17 =
−1

T 17 17Y17, X18 =
−1

T 18 18Y18.
(24)

Отметим еще раз, что физический смысл новых формальных переменных
X1, . . . , X18 являются аналогами силовых и моментных напряжений сопряжен-
ными с исходными формальными переменными Y1, . . . , Y18, являющимися де-
формациями и изгибами–кручениями.

Заключение В настоящем исследовании рассматрены вопросы преобра-
зования энергии деформации гемитропного микрополярного упругого твердо-
го тела к каноническому виду. Энергетическая форма задавалась как линей-
ная оболочка неприводимых квадратичных алгебраических полуизометриче-
ских инвариантов. Подводя итог исследования, сформулируем следующие ос-
новные выводы:

(1) Получено изометрически инвариантное A-представление квадратичной
формы энергии деформации гемитропного микрополярного упругого
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твердого тела, определяемое 9 изоэнтропийными (адиабатическими) ме-
ханическими модулями, которые в математической модели выступают
как произвольные коэффициенты в линейной оболочке неприводимой
системы полуизометрических инвариантов.

(2) Для удобства дальнейшего изложения и упрощения преобразования А-
представления энергии деформации введены формальные переменные
Y1,...,Y18 . Обсуждаются различные способы введения формальных пере-
менных.

(3) Методом отделения полных квадратов Лагранжа квадратичная энерге-
тическая форма приведена к каноническому виду.

(4) Введено понятие остаточной энергии деформации Ures .
(5) Получены матрица перехода от исходных формальных переменных

Y1,...,Y18 к новым (каноническим) X1,...,X18 и обратная матрица.
(6) Предложена новая визуализация псевдотензорных объектов, отражаю-

щая матричные операции над ними.
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