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Аннотация. В механике сплошной среды хорошо известен факт существования сингулярных
решений для компонент поля напряжений в задачах теории упругости о равновесии пластин
с угловыми вырезами [1]. Используя функцию напряжений Эйри для плоских конфигура-
ций, которая удовлетворяет однородному бигармоническому уравнению, Вилльямс постро-
ил решение, содержащее сингулярность для поля упругих напряжений. В [1] был предло-
жен асимптотический метод для их исследования в окрестности сингулярности. С другой
стороны, в физических теориях прочности [2] также рассматриваются сингулярности полей
напряжений и предлагаются способы их удаления. Способы получения регулярных реше-
ний сингулярных задач представлены у отечественных и зарубежных исследователей (см.,
например, [3–5] и ссылки). Тем не менее, для сингулярности Вилльямса такого способа не
указано в научной литературе, поэтому целью данной работы является восполнение данного
пробела. В связи с изложенным выше возникает необходимость расширения классической
теории. Общая идея состоит в отказе от классических условий совместности Сен-Венана,
которые идентичны требованию обращения в нуль тензора Римана-Кристоффеля, выража-
ющему условие, что внутренняя геометрия среды является евклидовой. Поэтому обобщение
классической теории может быть выполнено на пути перехода к неевклидовой модели. В
этом случае компоненты тензора Римана-Кристоффеля становятся дополнительными пара-
метрами модели, характеризующими внутреннюю геометрию материала. В двумерном случае
тензор Римана-Кристоффеля определяется единственной компонентой: скалярной кривиз-
ной (функция несовместности). При расширении классической теории функция напряжения
Эйри удовлетворяет неоднородному бигармоническому уравнению. Показано, что структура
полного поля внутренних напряжений складывается из классического поля упругих напря-
жений и неклассического поля напряжений, определяемого через функцию несовместности.
В предположении квадратичной зависимости внутренней энергии среды от термодинамиче-
ских переменных представлено уравнение для функции несовместности. В полярной системе
координат построено решение для функции напряжений Эйри и показано, что поле полных
напряжений не содержит сингулярности для всех углов выреза.
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Abstract. In the mechanics of continuous media the existence of singular solutions for stress
field components in elasticity problems on the equilibrium of plates with angular notches is well
known [1]. Using the Airy stress function for planar configurations, which satisfies the homogeneous
biharmonic equation, Williams constructed a solution containing a singularity for the elastic stress
field. An asymptotic method for studying these singularities in the vicinity of the singularity was
proposed in [1]. On the other hand, physical theories of strength [2] also consider stress field
singularities and propose methods for their removal. Methods for obtaining regular solutions of
singular problems have been presented by domestic and international researchers (see, for example,
[3–5] and references). However, no such method for the Williams singularity has been described
in the scientific literature, so the purpose of this work is to fill this gap. Thus the need arises to
expand the classical theory. The general idea is to abandon the classical Saint-Venant compatibility
conditions, which are identical to vanishing of the Riemann-Christoffel tensor, expressing the
condition that the internal geometry of the medium is Euclidean one. Therefore, a generalization
of the classical theory can be achieved by transitioning to a non-Euclidean model. In this case, the
components of the Riemann-Christoffel tensor become additional model parameters characterizing
the internal geometry of the material. We consider the two-dimensional case then the Riemann-
Christoffel tensor is defined by a single component: the scalar curvature (the incompatibility
function). It is shown that at extending the classical theory, the Airy stress function satisfies
an inhomogeneous biharmonic equation. In this case the structure of the total internal stress field
consists of a classical elastic stress field and a nonclassical stress field defined by the incompatibility
function. Under the assumption of a quadratic dependence of the internal energy of the medium on
the thermodynamic variables, an equation for the incompatibility function is presented. A solution
for the Airy stress function is constructed in a polar coordinate system, and it is shown that the
total stress field is singularity-free for all notch angles.

Keywords: Singular stress fields, Airy stress function, Williams’ asymptotic method,
non-Euclidean continuum model.
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